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Serie 4 (30 Punkte)

Aufgabe 1 (10 Punkte)

(a) Bestimmen Sie das Inverse von 71 in der Gruppe (Z/101Z \ {0}, ·).

(b) Bestimmen Sie explizit die Umkehrabbildung des Isomorphismus

Z/89 081Z −→ Z/229Z⊕ Z/389Z,

welcher durch die Zuordnung

a mod 89 081 7→ (a mod 229, a mod 389)

gegeben ist.

Aufgabe 2 (10 Punkte)

(a) Bestimmen Sie alle Isomorphieklassen abelscher Gruppen der Ordnung 26 000. Welche
davon sind zyklisch?

(b) Es sei A eine endliche abelsche Gruppe. Zeigen Sie, dass für jeden Teiler d von |A|
eine Untergruppe B der Ordnung d existiert.

(c) Zeigen Sie, dass die Aussage in (b) für nicht-abelsche Gruppen und Normalteiler im
Allgemeinen falsch ist. Nehmen Sie dazu an, dass in S5 ein Normalteiler U vom
Index 3 existiert. Zeigen Sie, dass für alle g ∈ S5 \ U dann g3 ∈ U gelten muss und
folgern Sie, dass 3|ord(g) gilt. Führen Sie dies zu einem Widerspruch.
Bemerkung : Die Aussage in (b) ist für nicht-abelsche Gruppen auch allgemein falsch.
Es gibt in S5 keine Untergruppe von Index 3.



Aufgabe 3 (10 Punkte)
Es seien A eine endlich erzeugte abelsche Gruppe und Ator := {a ∈ A | ord(a) < ∞} die
Menge der sogenannten Torsionselemente von A.

(a) Zeigen Sie, dass Ator eine endliche abelsche Untergruppe von A ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Faktorgruppe A/Ator torsionsfrei ist, also (A/Ator)tor = {Ator}
gilt.

(c) Es sei nun A eine (endliche oder unendliche) zyklische Gruppe. Bestimmen Sie Ator.


