Aufgabe 51 (8 Punkte + 1 Zusatzpunkt):

Im Zirkel haben wir gezeigt, dass der Graph K33 nicht planar ist. Ziel dieser
Aufgabe ist es zu zeigen, dass auch der vollsténdige Fiinfecksgraph K5 nicht planar
ist. (Der Graph ist im Folgenden abgebildet)

(a) Nenne die Eulersche Polyederformel fiir einen zusammenhéngenden, planaren
Graphen. (Ohne Beweis)

(b) Gegeben sei ein zusammenhéngender, planarer Graph ohne Zweiecke und Ei-
necke mit K Kanten und G Gebieten. Zeige, dass dann gilt: 3G < 2K.

(c) Wie viele Ecken und Kanten hat der vollstéandige Fiinfecksgraph K57 Warum
ist das ein Widerspruch zu den Teilen (a) und (b), falls man annimmt, dass
K5 planar ist?

(dx) Denke dir eine Textaufgabe aus, in der der Graph K35 ohne sich schneidende
Kanten gezeichnet werden soll.

(Die Textaufgabe zum Graphen K3 3 lautete z.B.: In einer Stadt gibt es drei
Wohnhduser und ein Elektrizititswerk, ein Wasserwerk und eine Internetfir-
ma. Lege Leitungen von jedem Versorgungsgebdiude zu jedem Wohnhaus, ohne
dass sich die Leitungen schneiden.)

(a) In einem zusammenhéngenden, planaren Graphen sei E die Anzahl der Ecken, K
die Anzahl der Kanten und G die Anzahl der Gebiete des Graphen. Dann gilt

E-K+G=2 (1)

(b) Es sei A die Anzahl von Kanten, von der ein Gebiet durchschnittlich umgeben ist —
das muss keine ganze Zahl sein. Dann gilt fiir die Anzahl der Kanten K < \G < 2K.
Die Ungleichheitszeichen kommen daher, dass wir beim Produkt AG jede Kante, die
an ein Gebiet angrenzt, mindestens einmal und hochstens zweimal zéhlen.



Nach Voraussetzung ist A > 3, also erhalten wir

3G < \G < 2K. 2)

Fiir K5 gilt E =5, K = 10.

Angenommen, Kj ist planar. Dann gilt Gleichung [ fiir K5. Auflerdem enthélt K5
keine Einecke oder Zweiecke, also gilt auch Gleichung 21

Gleichung M nach G aufgelost lautet G = 24+ K — E. Dies in Gleichung [2] eingesetzt
ergibt
3-2+ K- F) <2K.

Setzen wir die Werte von E und K ein, so ergibt sich
3-(2+410—5) =21 < 20,

was ein Widerspruch ist.

Also muss die Annahme, dass K5 planar ist, falsch gewesen sein.

Fine mogliche Textaufgabe kénnte zum Beispiel folgendermaflen lauten:

In einer Stadt gibt es finf Fufballklubs, die in verschiedenen Klubheimen unterge-
bracht sind. Solange sich Fans von nur zwei verschiedenen Fuf$ballklubs begegnen,
gibt es keine Probleme. Begegnen sich allerdings mal Fans von dret verschiedenen
Fuf$ballklubs gleichzeitig, dann gibt es jedes Mal sofort Ausschreitungen. Die Stadt
mdochte daher Routen von jedem Fufballklub zu jedem anderen planen, die sich nicht
schneiden, sodass kein Risiko besteht, dass sich drei verschiedene Fangruppen begeg-
nen. Kann die Stadt ein solches Routennetz anlegen?



Aufgabe 52 (2 Punkte):

Finde alle ganzen Zahlen n und m, die die Gleichung nm — n?

m? = 0 losen.

Wir haben 0 = nm — n?m? = nm - (1 — nm). Damit das Produkt 0 ergeben kann, muss

nm = 0 oder (1 —nm) =0 (d.h. nm =1 gelten).
Alle Losungen, die zu nm = 0 fiihren, lauten: (n,0) und (0,m) fir n, m € Z.

Alle Losungen, die zu nm = 1 fiihren, lauten (1,1) und (—1,—1).



