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Das vorliegende Skript beschiéftigt sich mit dem Thema Graphentheorie. Das Skript
entsteht entlang einer Unterrichtsreihe in der Mathematischen Schiilergesellschaft (MSG)
im Jahr 2013. (letzte Anderung: 07.07.2016)

Fiir Riickmeldungen jeder Art und insbesondere Hinweise auf Fehler bin ich sehr dankbar
— am liebsten per E-Mail an plattd@math.hu-berlin.de.

Zur weiteren Vertiefung ins Thema bieten sich die folgenden zwei Biicher an:

1. Graphen fir Finsteiger: Rund um Das Haus vom Nikolaus, Manfred Nitzsche,
Vieweg+Teubner Verlag, 3. iiberarbeitete und erweiterte Auflage, 2009

2. Graphentheorie, Reinhard Diestel, Springer Verlag, 4. Auflage, 2012

Dabei behandelt das erste Buch (Nitzsche) die Graphentheorie sehr anschaulich. Vie-
le Begriffe werden dabei nicht mathematisch formalisiert. Das Buch ist damit diesem
vorliegenden Skript dhnlich.

Das zweite Buch (Diestel) behandelt die Graphentheorie streng mathematisch und sehr
préazise. Dies ist ein ganz anderer Ansatz als im hier vorliegenden Skript. Er mag am
Anfang gewohnungsbediirftig erscheinen; man kann dadurch allerdings auch viele tieflie-
gende Sitze iiber Graphen formulieren und beweisen, die allein durch die Anschauung
nicht sinnvoll zu fassen sind. (Zum Beispiel: Wann sind zwei Graphen gleich?)
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1 Einstieg und wichtige Begriffe

Die Graphentheorie ist ein Gebiet der Mathematik, in dem Graphen untersucht werden.
Graphen sind Objekte, die aus Punkten und aus Linien, die diese Punkte miteinander
verbinden, bestehen. Beispiele fiir Graphen sind das Berliner U-Bahnnetz, das Haus vom
Nikolaus oder auch die Datenstruktur Baum, die in der Informatik verwendet wird.

Wir werden auf den folgenden Seiten noch weitere Bespiele kennenlernen und auch den
Begriff des Graphen préziser formulieren. Als Einstieg betrachten wir das klassische
Problem der Graphentheorie schlechthin: Das Konigsberger Briickenproblem. Leonhard
Fuler 16ste das Problem im Jahr 1736 und begriindete damit die Graphentheorie.

1.1 Das Konigsberger Briickenproblem

Durch die schone Stadt Konigsberg (heute Kaliningrad) flieft der Fluss Pregel. Dabei
schliefit der Fluss zwei Inseln ein. Zur ersten Insel fiihren je zwei Briicken von den beiden
Flussseiten, zur zweiten Insel je eine. Auflerdem sind beide Inseln durch eine Briicke
verbunden.

Aus dem 18. Jahrhundert stammt die folgende Aufgabe:

1. Finde einen Spazierweg, bei dem man jede Briicke iiber den Pregel genau einmal
iiberquert oder zeige, dass ein solcher Spazierweg nicht existiert.

2. Priife, ob ein Rundweg moglich ist, bei dem Start- und Endpunkt derselbe sind.

Losungen:
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1. Ein solcher Spazierweg existiert nicht.

Beweis. Angenommen, so ein Spazierweg existiert. Dann beginnt dieser Spazier-
weg in einem ersten Punkt und endet in einem zweiten Punkt (die beiden Punkte
konnen gleich sein). In seiner Mitte enthélt der Spazierweg irgendwo einen Stadt-
teil, der nicht Startpunkt und nicht Endpunkt ist. Wir nenne diesen Stadtteil X.
Wir stellen fest: Von X geht eine ungerade Anzahl von Briicken ab. Das heifit:
Wenn wir X zum ersten Mal betreten, so kénnen wir X iiber eine freie Briicke ver-
lassen. Danach sind allerdings zwei Briicken werbraucht. Frither oder spiter wird
der Spazierweg also in einem Stadtteil ankommen, der nicht X ist, wihrend zu X
noch genau eine unverbrauchte Briicke fiihrt.

Waéhrend unseres Spaziergangs miissen wir auch diese Briicke noch betreten. Wenn
wir dies tun, so gelangen wir zwar nach X, aber nicht mehr von X weg. Der
Spazierweg muss also in X enden.

Doch das kann nicht sein, schlieflich hatten wir ja X extra so gewéhlt, dass der
Spazierweg nicht in X endet. Das ist ein Widerspruch. Also war unsere Annahme
falsch und so ein Spazierweg kann nicht existieren. O

2. Ein solcher Rundweg existiert nicht.

Beweis. Ein solcher Rundweg ist insbesondere ein Spazierweg nach Aufgabe 1., nur
dass noch eine Zusatzforderung gestellt wird. Wir wissen aber bereits, dass kein
Spazierweg nach Aufgabe 1. existiert, also existiert erst recht kein Rundweg. [
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1.2 Wichtige Begriffe

Definition 1. Ein Bild aus Punkten und Linien heifit Graph, wenn jede Linie genau
zwet Punkte miteinander verbindet. Wir nennen die Linien auch Kanten und die Punkte
auch Ecken.

Eine Kante, bei der Startpunkt und Endpunkt ibereinstimmen, heifit Schlinge.

So ist das folgende Bild zum Beispiel ein Graph. Dort wurden eine Ecke und eine Kante
markiert.

Die folgenden Beispiele sind keine Graphen. Im linken Bespiel gibt es eine Linie, die
von einem Punkt aus ins Nichts zeigt, also nicht zwei Punkte miteinander verbindet. Im
rechten Beispiel gibt es eine Linie, die drei Punkte miteinander verbindet:

Der absolut zentrale Begriff der Graphentheorie ist der Grad einer Ecke. Mit diesem
Begriff kann man auch den vorigen Beweis zum Konigsberger Briickenproblem sehr viel
leichter formulieren.



Graphentheorie
MSG — Mathematische Schiilergesellschaft
Daniel Platt

Definition 2. Gegeben sei eine Ecke F in einem Graphen. Der Grad von F (Symbol:
grad(F)) ist die Anzahl von Kanten, die von F' ausgehen. (Dabei erhiht eine Schlinge
in einer Ecke den Grad dieser Ecke um 2)

Die Summe der Grade aller Ecken heifst Gesamtgrad des Graphen.

Im folgenden Graphen gilt zum Beispiel grad(E;) = 3 und grad(E3) = 4. Der Gesamt-
grad dieses Graphen betragt 12:

Ey

Es
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1.3 Aufgaben

1.1) Zusatz zum Konigsberger Briickenproblem:

a) Die Stadtverwaltung mdochte eine Briicke einreiflen, sodass ein Spazierweg
moglich wird, der jede Briicke genau einmal iiberquert. Welche Briicke kann
eingerissen werden, um dies zu erreichen?

b) Die Stadtverwaltung méchte eine weitere Briicke errichten, sodass ein Spazier-
weg mit obiger Forderung entsteht.

c¢) Die Stadtverwaltung ist bereit, mehrere neue Briicken zu errichten, sodass ein
Rundkurs-Spazierweg entsteht, bei dem jede Briicke genau einmal iiberquert
wird. Wieviele Briicken miissen mindestens errichtet werden?

1.2) Im Folgenden sollen Graphen mit 5 Ecken gezeichnet werden, die A, B, C, D und
FE heilen. Wenn so ein Graph existiert, zeichne ihn. Ist er eindeutig? Wenn nicht,
so zeige, warum kein solcher Graph existieren kann.

a) grad(A) =2, grad(B) = 3, grad(C) = 2, grad(D) = 3, grad(E) = 3.
b) grad(A) =2, grad(B) = 3, grad(C) =2, grad(D) = 3, grad(E) = 4.
1.3) Zeige: Der Gesamtgrad eines beliebigen Graphen ist eine gerade Zahl.

1.4) In einem Teil von Deutschland liegen 20 kleine Dérfer, die jeweils wenige Kilo-
meter voneinander entefernt sind. Es soll von jedem Dorf zu jedem anderen eine
Fiberglasverbindung gelegt werden.

Betrachte das Fiberglasnetz in dieser Gegend als Graph.

a) Welchen Grad hat jede Ecke in diesem Graph?

b) Wie viele Leitungen miissen gelegt werden?
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1.5%) Essei n € Nirgendeine natiirliche Zahl. Ein Graph heifit vollstindiger n-Ecksgraph,
wenn er genau n Ecken hat und jede Ecke mit jeder anderen durch genau eine Kante
verbunden ist.

a) Gib eine Formel fiir die Anzahl von Kanten in einem vollsténdigen n-Ecksgraphen
an (fiir beliebiges n).

b) Benutze das Ergebnis aus Teil (a), um eine Formel fiir die Summe der ersten
n natiirlichen Zahlen zu finden. Also

1+2+3+--+n="

Damit ist gemeint, eine Formel zu finden, in der kein ... mehr vorkommdt.
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2 Eulerkreise und Eulerwege

Haufig mochten wir herausfinden, ob wir einen Graphen durchlaufen kénnen, sodass wir
jede Kante genau einmal besuchen. Das war zum Beispiel der Fall beim Konigsberger
Briickenproblem aus dem letzten Abschnitt. Die Frage ist aber auch vom Haus vom
Nikolaus bekannt. Ziel dieses Abschnitts ist es, ein Kriterium zu finden, mit dessen Hilfe
man einem Graphen sofort ansehen kann, ob er auf diese Art durchlaufbar ist, oder nicht.

Um iiber diesen Sachverhalt leichter sprechen zu kénnen, definieren wir:
Definition 3.

1. Ein Kantenzug in einem Graphen, bei dem jede Kante genau einmal durchlaufen
wird, heiffit Eulerweg.

2. Fin Eulerweg, bei dem Start- und Endpunkt derselbe Punkt sind, heif$t Eulerkreis.

Im folgenden Beispiel enthélt zum Beispiel der linke Graph einen Eulerweg, aber keinen
Eulerkreis. Der rechte enthélt einen Eulerkreis und damit natiirlich sofort auch einen
Eulerweg:

Zunéchst mal fillt uns auf: Wenn ein Graph aus mehr als nur einem Teil besteht, dann
kann dieser Graph mit Sicherheit keinen Eulerweg oder Eulerkreis enthalten. Zur Ver-
einfachung betrachten wir daher in diesem Abschnitt immer Graphen, die aus nur einem
Teil bestehen. Solche Graphen nennen wir auch zusammenhdngend:

Definition 4. Ein Graph, in dem je zwei beliebige Ecken durch einen Kantenzug mit-
etnander verbunden sind, heif$t zusammenhingend.
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So ist im im Folgenden Beispiel der linke Graph zusammenhéngend, der rechte aber
nicht:

O

Wir kommen nun zum zentralen Satz iiber Eulerkreise. Dieser Satz gibt uns genau an,
welche Graphen Eulerkreise enthalten und welche Graphen nicht:
Satz 1. Es sei G ein zusammenhdngender Graph. Dann gilt:

G enthdlt einen Eulerkreis <= Alle Ecken in G haben geraden Grad
Beweis. Wir beweisen den Satz in zwei Schritten. Zuerst beweisen wir “=-", also die
Aussage:

G enthilt einen Eulerkreis = Alle Ecken in G haben geraden Grad

Es sei E irgendeine Ecke im Graph G. Wir méchten nun zeigen, dass grad(FE) eine gerade
Zahl ist. Wenn zu F mindestens eine Kante fiihrt, dann enthélt der Eulerkreis in G auch
die Ecke E. Wenn man nun den Eulerkreis durchlduft, dann betritt man E genauso
héufig, wie man E wieder verlisst.

Wiirde man némlich £ h#ufiger betreten als verlassen, so wiirde das heiflen, dass der
Eulerkreis in E' endet und in einem anderen Punkt beginnt. Doch dann wéren ja Start-
und Endpunkt des Eulerkreises verschieden. Aus dem gleichen Grund ist unméglich, dass
man F hiufiger verlisst als betritt.

Also betritt man tatséichlich £ genauso héiufig, wie man FE wieder verldsst. Wenn man
nun E gerade z-mal betritt und xz-mal verlésst, so fithren also (2 - ) Kanten nach E.
Also ist grad(F) = 2z, und 2z ist eine gerade Zahl.

Dabei war E eine beliebig gewihlte Ecke. Also ist der Grad jeder Ecke eine gerade Zahl.
Wir zeigen nun die Riickrichtung “<=". Also die Aussage:

Alle Ecken in G haben geraden Grad = G enthilt einen Eulerkreis

10
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Wir werden hierzu einen Algorithmus angeben, durch den wir mit Sicherheit einen Euler-
kreis in GG konstruieren. Im folgenden bezeichnen wir Ecken mit Ey, Fs, ...und Kanten
mit Kl, KQ, e

(1) Wahle irgendeine beliebige Ecke in G. Wir nennen diese Ecke E;.

(2) Wir durchlaufen von F; aus einen Weg (K1, Ko, ..., K,,) und fiigen so lange Kanten
an, bis wir eine Ecke erreichen, von der aus keine unbenutzte Kante mehr abgeht.
Der Name diese Ecke sei Ej.

Es muss F; = F> sein, denn: Wenn unser Weg eine andere Ecke FEj erreicht, so
konnen wir diese Ecke auch wieder verlassen. Schliefllich ist ja der Grad von Fj
gerade!

(3) Wir haben nun also einen Weg (Ki, Ko, ..., K,) gefunden, der in F; startet und
endet.

(I) Falls wir mit unserem Weg (K1, Ko,...,K,) bereits den ganzen Graphen
durchlaufen haben, so ist das der gesuchte Eulerkreis. G enthilt also diesen
Fulerkreis!

(IT) Falls wir mit unserem Weg (K7, Ko, ..., K,) noch nicht den ganzen Graphen
durchlaufen haben, so gibt es noch irgendwo auf unserem Weg eine Ecke F,
von der aus noch frei Kanten ausgehen.

Zieht man vom gesamten Graphen G den bisher gelaufenen Weg ab, so hingt
an F ein Teilgraph, in dem wieder alle Ecken geraden Grad haben. Nach der
Uberlegung aus dem zweiten Schritt existiert auch dort ein Weg (K 1, Kg, e K k),
der in F startet und endet.

11
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Wir fiigen nun beide Wege zusammen: Der entstandene Weg
(K17K27 cee 7KZ'7K17 K27 .. 7Kk7Ki+l7 o Kn)

hat als Start- und Endpunkt immer noch Ej, ist aber ein bisschen ldnger als
der erste Weg.

(4) Wiederholt man den vorigen Schritt oft genug, so erreicht man irgendwann einen
Weg, in dem alle Kanten verwendet werden. Dieser Weg ist der gesuchte Eulerkreis.

Also enthalt G einen Eulerkreis.

O

Das heifit, wir konnen nun einem Graphen auf den ersten Blick ansehen, ob er einen
Fulerkreis enthélt, oder nicht. So sehen wir zum Beispiel: Der folgende Graph ist zusam-
menhéngend und jede Ecke hat geraden Grad. Also enthilt der Graph einen Eulerkreis
(wegen Richtung “<=" im obigen Satz):

12
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Analog sehen wir: Im folgenden Graphen hat eine Ecke ungeraden Grad. Wiirde dieser
Graph einen Eulerkreis enthalten enthalten, so miisste jede Ecke geraden Grad haben
(wegen Richtung “=" im obigen Satz). Also kann der Graph keinen Eulerkreis enthal-
ten:

In vielen Fillen enthélt ein Graph zwar keinen Eulerkreis, aber zumindest noch einen Eu-
lerweg. Wir werden nun noch ein Kriterium dafiir angeben, ob ein Graph einen Eulerweg

enthélt, oder nicht. Dabei werden wir das Ergebnis aus dem vorigen Satz verwenden.
Satz 2. Fs sei G ein zusammenhdngender Graph. Dann gilt:

G enthdlt einen Fulerweg <= Hdchstens zwei Ecken von G haben ungeraden Grad

Beweis. Wir beweisen wieder beide Richtungen getrennt voneinander. Zunéchst bewei-
sen wir “=":

G enthilt also einen Eulerweg. Wir bezeichnen mit Fq und Es die Ecken, in denen
der Eulerweg startet bzw. endet. Dabei ist es moglich, dass Fy = F», falls namlich der
Eulerweg ein Eulerkreis ist. Das ist aber kein Problem fiir den restlichen Beweis.

Wir fiigen nun in den Graphen G eine zusétzliche Kante ein. Diese Kante soll Fy und F,
verbinden. (Falls Fy = F5, dann ist die neue Kante eine Schlinge) Den neuen Graphen,
den wir dadurch erhalten, nennen wir G’.

Dann gilt: G’ enthilt einen Eulerkreis. Denn: Wenn wir an den Eulerweg aus G die neue
Kante anhiingen, so erhalten wir einen Kantenzug, der jede Kante von G’ enthélt und
geschlossen ist. Also erhalten wir dadurch einen Eulerkreis in G’.

Damit wissen wir nach Satz [I Im Graphen G’ hat jede Ecke geraden Grad. Weiter
wissen wir: Im Graphen G haben alle Ecke denselben Grad wie in G’, mit Ausnahme
von hochstens zwei Ecken. Es kann also héchstens zwei Ecken in G geben, die ungeraden
Grad haben.

14 2
P

13
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Es sei G also ein Graph, in dem hochstens zwei Ecken ungeraden Grad haben. Wir stellen
zunéchst fest: Es ist nicht moglich, dass in G genau eine Ecke ungeraden Grad hat. Dann
wére namlich der Gesamtgrad von G eine ungerade Zahl. Das kann aber nach Aufgabe
(1.3) nicht sein. Also gibt es nur die zwei Félle, dass entweder keine Ecke ungeraden
Grad hat, oder genau zwei Ecken ungeraden Grad haben. Wir behandeln diese beiden
Falle nacheinander und zeigen, dass es in beiden Féllen einen Eulerweg gibt:

I. Fall: Keine Ecke in G hat ungeraden Grad.

Damit enthalt G nach Satz 1 einen Eulerkreis. Dieser Eulerkreis ist insbesondere
auch ein Eulerweg. Also enthélt G einen Eulerweg.

II. Fall: Genau zwei Ecken in G haben ungeraden Grad. Dies ist zum Beispiel in
folgendem Graphen der Fall:

Es seien F1 und Es die beiden Ecken mit ungeradem Grad. Wir fiigen nun in den
Graphen G eine Kante zwischen den Ecken Fq und Es ein; wir nennen den neuen
Graphen, den wir dadurch erhalten, den Graphen G’.

Wir wissen nun: In G’ haben die beiden Ecken E; und E5 geraden Grad. Denn
ihr Grad ist um 1 hoher als in G und in G war ihr Grad eine ungerade Zahl. Alle
iibrigen Ecken in G’ und haben den gleichen Grad wie in G — und dieser war gerade.

Also haben in G’ alle Ecken geraden Grad. Nach Satz 1 existiert dann ein Euler-
kreis in G’. Aus diesem Eulerkreis entfernen wir die neu eingefiigte Kante zwischen
E; und E,. Ubrig bleibt ein Kantenzug in G’ der jede Kante bis auf die neu hin-
zugefiigte Kante genau einmal enthélt. Dieser Kantenzug ist in G dann gerade ein
Eulerweg.

Also enthélt G in beiden Fillen einen Eulerweg. O

14
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2.1 Aufgaben

2.1) Gegeben sind die folgenden Héuser des Nikolaus’. Welche davon sind unter den
iiblichen Bedingungen zeichenbar? Unter den iblichen Bedingungen bedeutet:

i.) Der Stift darf nicht abgesetzt werden.
ii.) Keine Kante darf doppelt gezeichnet weren.
iii.) Nur an den markierten Ecken des Hauses darf die Richtung gewechselt werden.

Gib entweder eine mogliche Zeichenvorschrift an oder begriinde, warum die Zeich-
nung nicht moglich ist.

a) Das klassische Haus des Nikolaus’:

b) Der Nikolaus muss sparen, sein Haus ist leider in schlechtem Zustand und ein
Strich fehlt:

¢) Der Nikolaus hat die Krise iiberwunden und konnte anbauen! Zuerst nur einen
kleinen Schuppen, danach dann noch einen groflen Schuppen!

2.2) Zeige: In der Situation des Kénigsberger Briickenproblems miissen mindestens zwei
zusétzliche Briicken errichtet werden, sodass ein Rundkurs moglich wird.

15
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2.3)

2.4)

In einem entlegenen Teil von Deutschland liegen die n verschiedenen Stidte Ay, Ao,
..., Ayn. Von jeder Stadt zu jeder anderen fiithrt genau eine Strafle, ansonsten gibt
es in diesem Teil Deutschlands keine weiteren Straflen.

Es ist Winter in Deutschland und ein R&umunternehmen mochte von A aus starten,
um alle Straflen zu rdumen. Kann das R&umunternehmen in einer Fahrt alle Strafien
rdumen, ohne eine Strafle doppelt zu befahren, sodass der Rdumfahrer am Ende
wieder in A; eintrifft? Héngt die Antwort von n ab?

Wir betrachten einen vollstdndigen n-Ecksgraphen. Also einen Graphen mit n
FEcken, in dem jede Ecke durch genau eine Kante mit jeder iibrigen Ecke verbunden
ist.

Enthélt der Graph einen Eulerweg? Falls nein: Wie viele Kanten muss man mindes-
tens hinzufiigen, damit der Graph einen Eulerweg enthélt? Beantworte die Frage in
Abhéangigkeit von n.

16
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3 Die Eulersche Polyederformel

Bisher haben wir uns in einem Graphen nur fiir seine Ecken und Kanten interessiert.
In diesem Abschnitt werden wir uns allerdings zusétzlich noch mit den Gebieten eines
Graphen beschéftigen. Es ist sehr schwer, exakt zu definieren, was ein Gebiet denn nun
sein soll. Wir verwenden den Begriff ganz anschaulich:

Definition 5. Gegeben sei ein zusammenhdngender Graph G, der in der Ebene gezeich-
net ist, ohne dass Kanten sich schneiden. Ein Gebiet von G ist ein Teil der Ebene, der
durch einen geschlossenen Kantenzug von G begrenzt wird und keinen anderen geschlos-
senen Kantenzug enthdlt.

So der hat der folgende Graph zum Beispiel zwei verschiedene Gebiete:

(Randbemerkung: Der Begriff Gebiet wurde nur fiir eine Darstellung des Graphen in
der Ebene definiert. Es ist nicht offensichtlich, warum jede andere Darstellung genauso
viele Gebiete haben sollte. Tatséchlich gilt aber: Jede Darstellung desselben Graphen,
in der sich keine Kanten schneiden, hat dieselbe Anzahl von Gebieten. Diese Tatsache
wird hier nicht bewiesen, sondern klammheimlich vorausgesetzt.)

Wir kénnen nun feststellen, dass die Anzahlen von Ecken, Kanten und Gebieten eines
Graphen in einem bestimmten Verhéltnis zueinander stehen:

Satz 3. (FEulersche Polyederformel) Wenn G ein zusammenhingender Graph ist, der
sich in der Ebene ohne sich schneidende Kanten zeichnen ldsst, dann gilt:

e—k+g=2
Wobei:

e = Anzahl von Ecken in G
k = Anzahl von Kanten in G
g = Anzahl von Gebieten in G

Beweis. Essei G also wie in der Voraussetzung. Wir werden nun G schrittweise aufbauen
und zeigen, dass in jedem Schritt die Gleichung aus der Behauptung erfiillt ist.

17
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Beginnend mit einer einzigen Ecke, so kénnen wir G mit den folgenden Operationen
aufbauen:

(I) Einfiigen einer neuen Ecke und gleichzeitig einer Kante, die zu dieser Ecke fiihrt.

(ITI) Einfiigen einer neuer Kante, die zwei bestehende Ecken miteinander verbindet.

(ITI) Einfiigen einer neuen Ecke auf einer bestehenden Kante.

Zu Anfang, wenn nur eine einzige Ecke vorhanden ist, gilt die Formel. Es ist in diesem
Graphen namlich e =1, K =0, g = 1. Also gilt tatséchliche—k4+¢g=1—-0+1=2.

Wir zeigen nun, dass die Beziehung zwischen Ecken, Kanten und Gebieten auch erhalten
bleibt, wenn man mit den obigen Schritten den Graphen G aufbaut.

zu I: In diesem Fall werden e und k um 1 erhéht. Es kann bei dieser Aktion allerdings
kein neues Gebiet entstehen, also bleibt g gleich. Und wenn vor dem Hinzufiigen
die Gleichung e — k + g = 2 galt, dann gilt die Gleichung auch noch nach dem
Hinzufiigen. Denn zwar ist e dann grofler, es wird jedoch durch das vergrofierte
k wieder ausgeglichen.

zu II: In diesem Fall veréndert sich e nicht, jedoch werden g und k& um 1 erhoht. Wie
bei (I) sehen wir, dass auch hier nach dem Hinzufiigen noch die Gleichung gilt.

zu III: In diesem Fall verdndert sich g nicht. Nur e und k£ werden um 1 erhéht. Wieder
sehen wir, dass auch nach dem Hinzufiigen noch die Gleichung gilt.

18
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Wenn wir von einer einzigen Ecke ausgehen und GG aufbauen und dabei beliebig oft die
obigen Schritte durchfiihren, dann gilt in jedem Schritt die Beziehung e — k + g = 2.
Insbesondere gilt nach dem letzten Schritt, in dem wir G erhalten, noch e — k + g = 2.
Also gilt fiir G gerade diese Gleichung.

O

Dieses Ergebnis ist sehr wichtig. Wir werden es spéter noch dazu verwenden, um zu
untersuchen, ob man jeden Graphen in der Ebene ohne sich schneidende Kanten zeichnen
kann.

(Randbemerkung: Auch fiir die hshere Mathematik ist dieser Satz interessant: Uberdeckt
man namlich die Oberflache irgendeines Korpers durch ein Netz von Dreiecken, so gilt
manchmal die Gleichung e — k 4+ g = 2, zum Beispiel bei der Kugel. In anderen Fillen
erhilt man e — kK + g = 0 oder ahnliches, zum Beispiel bei einem Torus. An dieser
einfachen Gleichung kann man dem Korper viele weitere Eigenschaften ansehen. Dieses
Thema wird unter dem Stichwort Fuler-Charakteristik behandelt.)

19



Graphentheorie
MSG — Mathematische Schiilergesellschaft
Daniel Platt

3.1

3.1)

3.2)

3.3)

3.4)

Aufgaben

In unserer Definition von Gebiet haben wir gefordert, dass man den Graphen ohne
sich schneidende Kanten zeichnen kann. Unsere Definition kénnten wir allerdings
auch fiir Graphen mit sich schneidenden Kanten anwenden. Dies ist aber nicht
sinnvoll, weil dann die Anzahl von Gebieten je nach Darstellung unterschiedlich ist.

Finde einen Graphen (mit sich kreuzenden Kanten), dessen Anzahl von Gebieten
je nach Darstellung unterschiedlich ist.

(a) Ein zusammenhéngender Graph G habe 3 Gebiete und 4 Ecken. Wie viele
Kanten hat der Graph? Sind hierfiir mehrere Anzahlen moglich?

(b) Ein zusammenhéngender Graph G habe 4 Kanten und 3 Ecken. Wie viele Ge-
biete hat der Graph? Ist diese Anzahl eindeutig, oder hingt sie davon ab, wie
Ecken und Kanten eingezeichnet werden?

(a) Ein zusammenh#ngender Graph G habe 3 Gebiete, 2 Ecken und 5 Kanten.
Kann es so einen Graphen geben? Wenn ja: Priife, ob er eindeutig ist. Wenn
nein: Zeige, dass es so einen Graphen nicht geben kann.

(b) Ein zusammenhingender Graph G habe 4 Gebiete, 4 Ecken und 6 Kanten.
Kann es so einen Graphen geben? Wenn ja: Priife, ob er eindeutig ist. Wenn
nein: Zeige, dass es so einen Graphen nicht geben kann.

(c) Essein € N irgendeine natiirliche Zahl. Gibt es einen Graphen mit n Ecken, n
Kanten und n Gebieten geben? Héngt die Antwort von n ab?

Fiir die Eulersche Polyederformel wird gefordert, dass der betreffende Graph zu-
sammenh&ngend ist.

(a) Zeige, dass die Formel im Allgemeinen fiir nicht-zusammenhéngende Graphen
nicht gilt. (Also gib ein Beispiel an, fiir das sie nicht gilt)

(b) Kann es iiberhaupt einen nicht-zusammenhingenden Graphen geben, in dem
die Eulersche Polyederformel gilt? Beweise deine Antwort.

(c) Fiir einen Graphen sei ¢ die Anzahl von zusammenhéngenden Teilen, aus de-
nen er besteht. (Zum Beispiel gilt also in einem zusammenhéingenden Graphen
¢ = 1.) Finde eine Erweiterung der Eulerschen Polyederformel, in der auch ¢
vorkommt, die auch fiir nicht-zusammenhéngende Graphen gilt.
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4 Farbungen von Graphen

In den vorigen Kapiteln haben wir die Grundbegriffe der Graphentheorie behandelt.
Eine sehr grofle Klasse von Problemen und Sdtzen haben wir allerdings bislang nicht
behandelt: Farbungen von Graphen. An dieser Stelle mochten wir einen kurzen Blick
auf zwei typische Probleme des Farbens von Graphen geben. In diesem Kapitel werden
allerdings keine Aussagen bewiesen — dies konnte dann in einem zweiten Teil passieren.

4.1 Ein Zwei-Farben-Satz

Satz 4. Gegeben sei eine Kurve in der Ebene, bei der keine Linien tbereinander ver-
laufen. Die Kurve darf sich selbst schneiden. Dann teilt die Kurve die Ebene in mehrere
Gebiete. Nun gentigen in jedem Fall zwei Farben, um die Gebiete so einzufirben, dass
zwei benachbarte Gebiete verschiedene Farben haben.

So konnte zum Beispiel eine beispielhafte Kurve mit einer beispielhaften Farbung aus-
sehen (in tiirkis und weifl gefirbt):

Um diesen Satz zu beweisen, werden wir zunéchst der Zeichnung der Kurve einen Gra-
phen zuordnen. Wir zeichnen néamlich in jedes durch die Kurve erzeugte Gebiet eine Ecke
und verbinden zwei Ecken durch eine Kante, falls die zugehorigen Gebiete benachbart
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sind. Und fiir den so entstehenden Graphen konnen wir dann Kriterien fiir Farbbarkeit
mit zwei Farben iiberpriifen.

4.2 Der Vier-Farben-Satz

Beim obigen Zwei-Farben-Satz haben wir Gebiete in der Ebene gefirbt, die auf eine
besondere Art entstanden sind. Die folgende Frage liegt nun nahe: Gegeben beliebige
Gebiete in der Ebene, wie viele Farben benotigt man, um diese derart zu Farben, dass
benachbarte Gebiete verschiedene Farben haben? Kann es eine solche Anzahl tiberhaupt
geben? Oder kann man nicht vielleicht die Gebiete so ungiinstig wéihlen, dass sehr viele
verschiedene Farben bendtigt werden?

Im folgenden Fall geniigen zum Beispiel vier Farben. Mit wenigern Farben wire die
gewiinschte Farbung allerdings nicht zu schaffen (Bild von http://de.wikipedia.org/wiki/Vier-
Farben-Satz):

Die iiberraschend einfache Antwort auf alle Fragen liefert der folgende Satz:

Satz 5. Es seien beliebig geformte, beliebig viele Gebiete in der Ebene gegeben. Dann
geniigen vier Farben, um alle Gebiete derart einzufirben, dass benachbarte Gebiete ver-
schiedene Farben haben.

Die Vermutung wurde bereits um 1850 geduflert und diskutiert. Trotzdem dauerte es
iiber 100 Jahre, bis Kenneth Appel und Wolfgang Haken im Jahr 1976 den ersten Be-
weis des Satzes lieferten. Dabei verwendeten sie einerseits typische Beweismethoden aus
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der Graphentheorie, aber auch Computerhilfe, mit der sie circa 2000 Spezialfille unter-
suchten.
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5 Plattbare Graphen

Wenn wir uns mit Graphen beschéftigt haben, haben wir immer Zeichnungen betrachtet,
in denen sich keine Kanten kreuzen. Wir fragen uns nun: Kann man jeden Graphen
zeichnen, ohne dass sich seine Kanten kreuzen? Tatsichlich ist dies nicht der Fall: Es
gibt Graphen, die man nicht in der Ebene zeichnen kann, ohne dass Kanten sich kreuzen.
Das Ziel dieses Abschnitts ist es, diese Aussage zu beweisen.

Satz 6. Fs sei G ein zusammenhdngender Graph, der in der Ebene ohne sich kreuzende
Kanten zeichenbar ist und mindestens ein Gebiet enthdlt. Weiter enthalte G keine Schlin-
gen und keine Doppelkanten. (Eine Schlinge ist eine Kante, bei der Start- und Endpunkt
tibereinstimmen. Fine Doppelkante sind zwei Kanten, die dieselben Ecken miteinander
verbinden) FEs seien g, e und k die Anzahlen der Gebiete, Ecken bzw. Kanten von G.

Dann gilt:
Ek<3.-e—6
Beweis. Wir beweisen den Satz in zwei Schritten:

(I) Erster Fall: Jedes Gebiet von G, auler moglicherweise das Aufiegengebiet, ist durch
genau 3 Kanten begrenzt. (Dies ist zum Beispiel in folgendem Graphen der Fall)

Es seien nun g und k die Anzahlen von Gebieten bzw. Kanten von G. Wir m6chten
nun k durch g ausdriicken.

Jedes Gebiet ist durch genau 3 Kanten begrenzt. Also muss 3g > k sein. (Wére
nédmlich 3¢g < k, so

O

Ziel wird es nun sein, einen Graphen zu finden, der solcher oder einer &hnlichen Bedin-
gung widerspricht. (Wird fortgesetzt)
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