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Motivation der Problemstellung

Um das Verhalten von Gaspartikeln mit nicht vernachléssigharem Radius in einem Raum besser verste-
hen zu kénnen, wird in der Physik ein Hard-Core-Modell verwendet. Dafiir wird ein Teil des Raumes
durch ein quaderformiges Raster beschrieben, das aus kongruenten kleinen Wiirfeln besteht. Die Wiirfel
stellen potentielle Aufenthaltsorte der Gaspartikel dar. Es wird angenommen, dass sich alle Gaspartikel
in den Wiirfeln authalten und zwei benachbarte Wiirfel nicht zugleich Gaspartikel enthalten kénnen. Eine
Anordnung von Gaspartikeln im Wiirfel, die diesen Regeln entspricht, soll zuldssige Anordnung heiflen.
Da die Gaspartikel sich bewegen und der Quader sich innerhalb der Gaswolke befindet, kann auch die
Anzahl der Gaspartikel im Quader zu verschiedenen Zeitpunkten unterschiedlich sein. Die letzte Annah-
me des Hard-Core-Modells ist, dass die moglichen zulédssigen Anordnungen von Gaspartikeln im Quader
gleich verteilt sind. Zur Vereinfachung wird das Hard-Core Modell als Graph modelliert, in dem jeder
Knoten einem Wiirfel entspricht, der genau dann durch eine Kante mit einem anderen Knoten verbunden
ist, wenn die zugehorigen Wiirfel eine Fliche gemeinsam haben. Einem Knoten wird dann der Wert 1
zugeordnet, wenn er ein Gaspartikel enthélt und eine 0, falls das nicht der Fall ist.

Wenn man nun den Erwartungswert der Anzahl der Gaspartikel in dem Quader bestimmen kann, dann
kann man damit zum Beispiel die Dichte des Gases einschitzen. Nun ist die Berechnung des Erwartungs-
wertes leider problematisch, denn es tauchen zwei Probleme auf:

e Die Bestimmung der Anzahl der mdoglichen zuléssigen Anordnungen von Gaspartikeln fiir einen
gegebenen Wiirfel ist nicht wirklich einfach.

e Die Berechnung des Erwartungswertes ist viel zu zeitaufwendig, sobald der Wiirfel grofler als 8 x 8 x 8
wird.

Das wird deutlich, wenn man sich das folgende Beispiel ansieht.

Beispiel 1.

Wie viele zuldssige Anordnungen gibt es in einem 2 x 2 x 2 Graph?

Betrachte den nebenstehenden Graphen, der aus der Pléttung des
Wiirfels entsteht.

Bezeichne die Knoten wie in der Abbildung und nenne vy bis vy
die inneren Knoten und vy bis vg die dufleren Knoten. Sei G; die
Anzahl der erlaubten Konstellationen fiir ¢ Partikel. Es ist Gg = 1
und G = 8.

Betrachte Gs. Es gibt drei Typen von erlaubten Konstellationen:

1. Genau zwei innere Knoten sind 1: Hierfiir gibt es zwei nicht isomorphe Méoglichkeiten, ndmlich die
Paare (v1,v3) und (ve,v4).

2. Genau zwei duflere Knoten sind 1: Hierfiir gibt es zwei nicht isomorphe Moglichkeiten, die Paare
(U57 1}7) und (v67 US)'

3. Genau ein duflerer und ein innerer Knoten sind 1: Fiir jeden &ufleren Knoten sind genau 3 innere
Knoten erlaubt, bspw. zu v5 die inneren Knoten vs, v und v4. Somit ergeben sich 4 - 3 erlaubte
Konstellationen fiir diesen Typ.

Es ist also G = 2 + 2 4 12 = 16. Nun betrachte G, hier gibt es nur zwei Typen von erlaubten Konstel-
lationen:
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1. Genau zwei innere und ein #uflerer Knoten sind 1: Fiir die beiden inneren Knoten gibt es zwei
Konstellationen, die Paare (v1,v3) und (ve,vs). Fiir jedes dieser Paare gibt es nun je zwei erlaubte
duflere Knoten, bspw. fiir (v1,v3) die dufleren Knoten vg und vs. Somit ergeben sich 2 - 2 erlaubte
Konstellationen fiir diesen Typ.

2. Genau zwei duflere und ein innerer Knoten sind 1: Man erhélt analog 2 - 2 erlaubte Konstellationen
fiir diesen Typ.

Somit gilt G3 = 44 4 = 8 und es ist G4 = 2. Es sind also 35 der moglichen 2% = 256 Konstellationen
erlaubt. Sei X eine Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeitsverteilung P(X = i) = % Dann gilt fiir den
Erwartungswert

~0-1+1-8+2-16+3-8+4-2 72

= —=2 .
35 35 , 057

BE(X)

Grundlagen zu Markov Ketten

Eine Markov Kette ist ein besonderer stochastischer Prozess, der im zeithomogenen Fall keine innere Uhr
besitzt.

Ein stochastischer Prozess X ist ein Prozess, in dem Zustdnde einer Zustandsmenge S nacheinander
zufillig eintreten. X; steht dann fiir den als erstes eingetretenen Zustand, X5 fiir den als zweites eingetre-
tenen Zustand und so weiter. Die X; mit ¢ € N sind damit als Positionen des stochastischen Prozesses X zu
verstehen, zu denen Zustdnde der Zustandsmenge eintreten kénnen. Ein stochastischer Prozess kann mit
einem Zufallsgenerator simuliert werden, die dadurch entstandene Abfolge von Zustidnden (Xi,---,X,,)
heifit dann Stichprobe.

Definition 1. Sei die abziihlbare Menge S = {i1, s, ...} die Zustandsmenge mit den Zustéinden iy, 4o, . . .,
die im stochastischen Prozess X eintreten kénnen. Dann bilden die Zufallsvariablen (Xt),oy mit Werten
in S eine zeitdiskrete Markov Kette X, wenn fiir alle n € N, 1 < t; < t3 < ... < tp41 € N und
i1y esin,ine1 :=J € S mit P(Xy, =41,...,Xt, =in) > 0 die Markov Eigenschaft (ME):

P(Xt =J | th :il""’th :i”) = P(th+1 =J | th :in)

n+1

erfiillt ist.

Die Markov Eigenschaft besagt, dass die Wahrscheinlichkeit des Eintretens eines Zustandes j in der
Position Xy, ., nur vom zuletzt erreichten Zustand 4 in X;, abhéngt. Ein mit Hilfe einer Markov Kette
beschreibbarer stochastischer Prozess hat also nur ein kurzes Gedéchtnis: Er erinnert nur den gegenwérti-
gen Zustand, nicht aber den Weg bis zu diesem Zustand.

Definition 2 (Ubergangswahrscheinlichkeit und Ubergangsmatrix).
Fiir eine Markov Kette X mit ¢; < to und 4,5 € S definiert
Dij (tht?) = P(XtQ =7 ‘ th = Z)

die Ubergangswahrscheinlichkeit. Sie gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit zum Zeitpunkt ¢, der Zu-
stand j erreicht wird, wenn man sich zum Zeitpunkt ¢; im Zustand ¢ befindet. Im Fall P (X:,=9)=0
kann p;; (t1,t2) eine beliebige Zahl zugeordnet werden. Die Ubergangsmatrix ist dann folgendermafien
definiert:

P (t1,t2) = (pij (t1>t2)>i,jes :

Die Ubergangsmatrix ist eine stochastische Matrix, mit > jesPij (t1,t2) = 1 und p;j (t1,t2) > 0 fiir alle
ti,to e Nund 7 € S.
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Beispiel 2. Wir wollen ein System, das hochstens abzéhlbar viele Zustinde annehmen kann, dadurch
beschreiben, dass wir angeben, mit welcher Wahrscheinlichkeit es von einem Zustand in den anderen
iibergeht. Als Beispiel betrachten wir eine vereinfachte Beschreibung des Wetters an einem festgelegten
Ort, wobei wir uns auf drei Zusténde beschrinken: S = {1, 2,3}, die wir wie folgt interpretieren:

1 = regnerisch, 2 = bewdlkt, 3 = sonnig.

Fiir die Wechsel zwischen den einzelnen Zustdnden betrachten wir folgende Matrix:

1 2 3
1 03 07 0

2 03 05 0.2
3 01 06 03

Die Matrix sagt uns, dass bspw. die Wahrscheinlichkeit, dass auf einen bewolkten Tag (Zustand 2) ein
regnerischer Tag (Zustand 1) folgt, psy = 0,3 ist. Die Eintriige der Matrix sind relativ beliebig, jede
3 x 3-Matrix ist zuléssig, solange sie zwei Bedingungen geniigt:

e Da es sich um eine stochastische Matrix handelt, miissen alle Werte zwischen einschliellich 0 und
1 liegen.

e Da es sich auflerdem um Wahrscheinlichkeiten fiir den folgenden Tag handelt und die Matrix alle
moglichen Zustéinde beinhaltet, muss jede Zeilensumme 1 ergeben.

Um die Wahrscheinlichkeit zu ermitteln, dass es iibermorgen regnet, wenn heute die Sonne scheint, miissen
die Wahrscheinlichkeiten aller Pfade addiert werden. Es gilt:

PSonne,Regen(ny n+ 2) = PSonne,Regen (n7 n+ 1) . PRegen,Regen(n +1,n+ 2)
+PSonne, Bewc‘ﬂkt(na n+ 1) : PBeW(')‘Ikt, Regen(n +1Ln+ 2)

+Psonne,Sonne (M, + 1) - Psonne, Regen(n + 1,m 4 2)
—0,1-0,340,6-0,3+0,3-0,1

=0, 24.

Berechnet man alle weiteren Wahrscheinlichkeiten, so erhélt man die Matrix:

1 2 3
1 03 056 0,14
2 026 058 0,16
3 024 055 021

Aufgrund des Rechenweges und der Ergebnisse ergibt sich die Vermutung, dass die Wahrscheinlichkeiten
fiir iibermorgen den Werten des Quadrats der Matrix entsprechen. Tatséchlich stimmt diese Vermutung,
wegen der Chapman-Kologomorov Gleichung:

Fiir alle t1 <t < t3 € N gilt:

Definition 3. Die Ubergangsmatrix und die Markov Kette werden dann zeithomogen genannt, wenn fiir
alle n,t € N gilt:

P(n,n+t)=P(1,1+1¢).
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Ist die Markov Kette zeithomogen, dann ist die Ubergangswahrscheinlichkeit nicht mehr abhiingig vom
Zeitpunkt, die Markov Kette besitzt damit also keine innere Uhr. Die Ubergangswahrscheinlichkeit nach
n Schritten vom Zustand i zum Zustand j zu gelangen, kann im zeithomogenen Fall folgendermafien
definiert werden:

P = P (Xn = | X =)

Dij = pg;) bezeichnet dann die Ubergangswahrscheinlichkeit, in einem Schritt vom Zustand i zum Zustand

j zu gelangen. Sei t nun ein beliebiger Zeitpunkt, dann ist die Ubergangsmatrix durch
II := P(t,t—F 1) = (pij)i,jES

definiert. Die n-Schritt-Ubergangsmatrix kann dann durch
" = P(t,t+n) = ( (’7))
( ) = (i Lies

angegeben werden. Es gilt dann mit der Chapman-Kolmogorov Gleichung:

m=1I-1I-...-1I.
S
n—mal

Definition 4. Die Verteilung p = (pi,, iy, - - ) des Anfangszustandes X, heifit die Startverteilung der
Markov Kette. Da S abzihlbar ist, ist die diskrete Verteilung p eindeutig bestimmt durch p; = P (X = )
mit ¢ € S.

Kennt man die Startverteilung p und die Ubergangsmatrix IT einer zeithomogenen Markov Kette, so kann
man die Verteilung von X,, berechnen:

P(X, = i) = (p-II"),.

Das ist jedoch nur bei Markov Ketten mit endlichem Zustandsraum S niitzlich. Da sonst die Matrixmul-
tiplikation schwer durchgefiihrt werden kann.

Beispiel 3. Betrachte die Zuwichse Z; € {+1, —1} zum Zeitpunkt ¢, sei ¢ die Wahrscheinlichkeit, dass +1
eintritt und (1—¢) die Wahrscheinlichkeit, dass —1 eintritt. Betrachte nun die Realisierung X1 = X;+Z;.
Bei X = (Xo, X1, ...) handelt es sich damit um einen stochastischen Prozess mit Zusténden in Z.

1. Es handelt sich hierbei um eine zeitdiskrete Markov Kette, da sie eine abzéahlbare Zustandsmenge be-
sitzt und die Ubergangswahrscheinlichkeiten von der Vorgeschichte des Prozesses unabhiingig sind.
Das bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeiten, fiir den néchsten Zustand nur vom aktuellen Zustand,
nicht aber von den vorherigen Zustinden abhéngen. Zudem ist die Markov Kette zeithomogen, da
es keine Rolle spielt, wann die Zuwéchse eintreten.

2. Die Ubergangsmatrix sieht dann wie folgt aus:

n 1—¢q 0 q
n+1]| - - 0 1—gq 0
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3. Beispielhaft soll nun die Wahrscheinlichkeit berechnet werden, um nach 5 Schritten beginnend bei
0 auf der 3 zu enden.

P(X5=3Xo=0)=p) =(1-q)-¢"-5

4. Verallgemeinert gilt die Formel

0 fiir n gerade, (i — j) ungerade,
P(Xiin=1iXe=7)=(p; - 1I"); =40 fiir n ungerade, (i — j) gerade,
n nticj n—itj
(nits)q 2 (1—¢q) 2 sonst.
2
Definition 5. Eine Verteilung m = (m;,, m,, -+ ) mit 41,42, -- € S, die w-II = 7 erfiillt, heifit stationire

Verteilung.

Definition 6. Eine zeithomogene Markov Kette X heifit irreduzibel, wenn fiir alle i,j € S ein n € N
existiert, so dass pgy) > 0 gilt.

Definition 7. Eine zeithomogene Markov Kette X heifit aperiodisch, wenn fiir alle Zusténde i € S gilt:
ggT{n:p{ >0} =1.

Beispiel 4.

Ist 1T die Ubergangsmatrix einer zeithomogenen Markow Kette X, dann

ist X reduzibel und aperiodisch. Da p;; = 1 gibt es keine natiirliche

1 0 0 Schrittzahl, so dass man von Zustand 1 in Zustand 2 oder 3 mit positiver

2 0,5 Wahrscheinlichkeit iibergehen kann. X ist also nicht irreduzibel, sondern

;9 0,1/ reduzibel. Da fiir jeden der drei Zusténde, die Wahrscheinlichkeit, in
diesem Zustand zu bleiben, positiv ist, ist X aperiodisch.

Beispiel 5.
Ist IT die Ubergangsmatrix einer zeithomogenen Markow Kette X, dann
ist X irreduzibel und periodisch. Jeder Zustand kann von jedem aus
010 mit positiver Wahrscheinlichkeit in endlicher Schrittzahl erreicht werden,
m=1{0 0 1 weshalb X irreduzibel ist. Jeder Zustand kann sich selbst nur in einer
1 00

durch 3 teilbaren Schrittzahl mit positiver Wahrscheinlichkeit erreichen,
weshalb X periodisch ist.

Satz 1. Sei X eine zeithomogene Markov Kette mit endlicher Zustandsmenge S und n x n-Ubergangsma-
triz II mit Eintrdagen p;; fir alle i,j € S. Eine Verteilung v = (v1,...,v,) ist eine stationdre Verteilung
von X, wenn fir alle Zustinde i,j € S gilt:

ViPij = V;Dji- (1)

Beweis:

Seien X und v wie im Satz gegeben. Es ist zu zeigen, dass v eine stantionére Verteilung von X ist, d. h.
dass gilt v-II = v. Dafiir reicht es, fiir einen beliebigen Zustand j € {1,...,n} zu zeigen, dass (v-II); = v;.
Sei also j beliebig gewahlt, dann gilt:

n

n n
=1 1=1

i=1

Damit ist die Behauptung bewiesen. O
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Das Langzeitverhalten zeithomogener, irreduzibler und aperiodischer Markov Ketten

Im Folgenden soll untersucht werden, wie sich die Eintrdge der Matrix II™ verhalten, wenn n beliebig
grof wird. Die Betrachtung von 3-, 4- und 5-Schritt-Ubergangsmatrizen legt die Vermutung nahe, dass
IT™ sich immer nédher an eine Matrix annéhert, bei der in jeder Zeile die stationére Verteilung steht. Bevor
wir uns dem Beweis dieser Aussage zuwenden, haben wir einige Hilfsséitze zu zeigen.
Hierfiir erinnern wir daran, dass der groite gemeinsame Teiler (ggT) einer endlichen Teilmenge {a1, ..., a,}
der natiirlichen Zahlen, induktiv iiber den ggT zweier natiirlicher Zahlen erklart ist:

g9T{a1,...,ant1} = 99T (99T{a1,...,an}, ant1),
wobei ggT'(n, m) den ggT der natiirlichen Zahlen n und m bezeichnet.
Lemma 1. Sei B4 = {ay,...,a,} eine endliche Teilmenge der natiirlichen Zahlen. Der grifite gemein-

same Teiler dieser Menge sei mit ggT(E4) = ggT{a,...,a,} bezeichnet. Dann gibt es eine Darstellung

99T (EA) = Zbkak, wobei by, € Z und a, € E4.
k=1

Beweis: Der Beweis erfolgt iiber vollstdndige Induktion.

e Induktionsanfang (n = 2): Entsprechend dem erweiterten euklidischen Algorithmus gibt es ganze
Zahlen by, ba, so dass ggT (a1,a2) = biay + baasy gilt.

e Induktionsvorraussetzung: Fiir die n-elementige Menge A,, := {a1,...,a,} C N gelte:

n
Es existieren by,...,b, € Z: g¢gT(A,) = Z bray.
k=1

e Induktionsbehauptung: Fiir die (n + 1)-elementige Menge A,,+1 := {a1,...,an+1} C N gilt:

n+1
Es existieren ¢y, ..., ¢p,Cny1 € Z: g9T (Apy1) = Z CrLag.
k=1

e Induktionsschritt:

99T (Ani1) = g9T{a1,...,an,an41} = ggT(ggT{al, ceoant, an+1>
n
=tV ggT( > brar, an+1) :
k=1
Nach dem erweiterten euklidischen Algorithmus existieren ganze Zahlen x,y, so dass
n n
ggT( > bray, an+1> =2 brag+y-ani1.
k=1 k=1

Mit ¢ := x - by, fiir alle k € {1,...,n} und ¢,41 := y folgt die Behauptung.

O

Lemma 2. Sei E4 = {a1,...,a,} eine endliche Teilmenge der natirlichen Zahlen mit ggT (E4) = 1.
Sei A C N eine aus E4 erzeugte Menge, die abgeschlossen bzgl. der Addition ist, d. h. fir alle a;,a; € A
gilt: (a; +aj) € A. Dann gibt es ein Ng € N, so dass No+n € A fir allen € N.
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Beweis: Sei E4 = {a1,a2,...,a,} C A eine endliche Menge und A sei beziiglich der Addition abge-
schlossen. Zu zeigen ist: Wenn ggT'(F4) = 1 gilt, dann gibt es ein Ny € N, so dass (N +n) € A fiir alle
n € N.

Wenn ggT(Ea) =1 gilt, gibt es ¢1,...,¢, € Z mit

n
E C;-a; = 1.
i=1

Dann sei die Zahl N die Summe aller | ¢; - a; |, fiir die ¢; < 0 gilt. Und die Zahl P die Summe aller
¢; - ag, fiir die ¢; > 0 gilt. P und N sind Elemente von A, da sie aus der Addition endlich vieler Elemente
von A gebildet werden. Auflerdem gilt P — N = 1. Betrachte nun eine Zahl n > (N — 1)(N + 1) =: Ny.
Es soll gezeigt werden, dass jede Zahl, die grofler als Ny ist, ein Element aus A ist. Dazu betrachte die
Darstellung von n mit n = a- N +r mit r € {0,1,..., N — 1}, die sich aus der Division mit Rest von n
durch N ergibt.

Esgilt dannn=a-N+1-r=a-N+(P—N)-r=(a—r)-N+r-P.Ist nun a > r, so ist n ein Element
aus A, weil es aus der Addition endlich vieler Elemente aus A gebildet werden kann. Angenommen, es
wiirde a < r gelten, dann kénnte die folgende Abschétzung fiir n getroffen werden:

n=a N+r<(N-1)N+(N-1)=(N-1)(N+1)=No.

Dies widerspricht nun aber gerade der Wahl von n. Damit muss a > r gelten und die Behauptung ist
bewiesen. [

Satz 2. Ist X = (Xo,X1,...) eine zeithomogene Markov Kette mit endlicher Zustandsmenge S und
aperiodisch, so gibt es fiir jedes i € S ein Né’) €N, so dass pEZL) > 0 fiir alle n > Néz) gilt.

(n

Beweis: Sei ¢ € S beliebig gewdhlt und sei A4; := {n € N : p;, ) > 0}. Dann gilt aufgrund der Aperi-
odizitéit der Markov Kette, dass ggT'(A;) = 1. Nach Lemma ”" muss nur noch gezeigt werden, dass A;
abgeschlossen beziiglich der Addition ist. Seien dafiir m, k € A; beliebig gewiihlt. Nach Vorraussetzung

gilt dann p{7”, p* > 0 und damit: p{" ™" = 3 p(m) pyf) > pET’ PP > 0. O

JjES

Satz 3. Sei X = (Xo, X1,...) eine zeithomogene, irreduzible und aperiodische Markov Kette mit endli-

chem Zustandsraum S und Ubergangsmatriz II. Dann existiert ein Ny € N, so dass p(N"Jr" > 0 fir alle

Zustinde i,j € S und alle n € N.

Beweis: X ist zelthomogen und aperiodisch, daher gibt es nach Satz ?? fiir jeden Zustand j € S ein
Ny’ () ¢ N, so dass p( 5+ > 0 fiir alle n € N. Aufgrund der Irreduzibilitdt von X gibt es zudem fiir alle
Zustandspaare (i,j) € S? ein N;; € N, so dass p(N”) > 0. Sei Np := max{N;; + N(j) i,j € S}. Wihle
n € N beliebig und definiere n;; := No — N;; — N(gj) + n. Damit gilt insbesondere n;; > n. Es folgt:

(4) n* (4) n*
(N0+7L) Zp(NU) N + ) 2 p(NZJ) p‘g‘]]v + ) > 0

kes
(|

Satz 4. Fliir eine zeithomogene, irreduzible und aperiodische Markov Kette X mit endlichem Zustands-
raum S, Ubergangsmatriz 11 und stationdrer Verteilung w gilt:

1. Es ezistiert der Grenzwert lim II"™ =: M.
n—oo

2. Fir die Grenzmatriz M gilt: In jeder Spalte j sind die Eintrdge M;; in jeder Zeile i € S gleich und
M st eine stochastische Matriz.
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3. M = .

4. m ist eindeutig und die Markov Kette konvergiert fiir jede Anfangsverteilung gegen die stationdre
Verteilung .

Beweis: Betrachte eine beliebige Spalte j, dann definiere die Folgen

Maz,, := max {p,(.m 11 € S} und Min, {pgjn) i€ S}.

ij

Dann gilt:

Maznyy = mag {Z pikpg})} < mag {M aty, Zpik} = maz {Maz,} = Maz,,

kes keS
Ming, 1 = Tzrézgz {’%pzkpkj } > Tlrézgz {an %plk} = Tlrézgz {Min,} = Min,,.

Also sind die Folgen (Maxy,)nen und (Min,),eny monoton fallend bzw. monoton steigend und natiirlich
beschriankt. Daraus folgt, dass die Grenzwerte Max := lim Max, und Min := lim Min, existieren.

n— o0 n—oo
Mit Max = Min, wiirden die Punkte 1. und 2. folgen.
Betrachte also das Grenzverhalten der Folge (Max,, — Min, )nen. Nach Satz 77 gibt es eine Zahl Ny € N;

(N*+1) < 0 fiir alle n € N und alle Zustinde 1,7 € S gilt. Damit gilt fiir jedes n € N:

. o N) (n
Maxn+N_MZ”n+N—T€asx{szk pkj} %Zg{Zplk Dy }

keS keS

_ (V) (7) (N), (n)
o {000 - o007
’ kesS

kes

so dass p;;

(n)

mj

Wir definieren p, i = Min,, und pM] Mazx,,. Damit ergibt sich:

TL TL
Mazyyn = Ming y = maz, {ank pi = pnl }

keS
_ (M) ) (V) ()
= maz & D PR F e Ming — Y p)nl - pl Max,
12 kES,k#m kES,k#AM

(N) (N) ; (N) (N)
< “nzgexs Mazx, Z Piyk T PiymMing — Miny, Z Diyk — PinrMaxy
k€S, k#m keS, k%M
m

= Maz,, + mEan (Min,, — Maxn)p(-N) — Min,, — n”ézgt (Maz,, — Minn)pEM)
K3 3

< Max,, — Min,, — 2 (Maz, — Min,,) mm:é Pz(‘;v)
.)€

= (Max, — Min,,) <1 -2 Zgé@ pz(‘;‘V)) .

Nun ist aber fir jedes n € N die Matrix II" eine stochastische Matrix und damit gilt: ) p(N) 1.

JES
Daraus folgt jedoch zwingend 0 < mzrg pl(;v) < 0,5. Und damit folgt mit <1 -2 mz% p( )> =:q € (0,1):
1,]€ 1,]€
khm Maxpny — Mingy = hm (Mazxy — Minl)qk =0. (2)
—00
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(n)

Fiir alle j € S gibt es also ein p;, so dass fiir alle ¢ € S lim, o0 p; = p; gilt. Fiir eine beliebige Zeile

der Grenzmatrix M gilt dann ) p; = > lim E;) = lim ) pE;) = 1. Damit ist 1. und 2. gezeigt und
n— 00 jes

jes JEST T
3. folgt direkt aus der Existenz von M durch #M = lim #II" = 7. Damit gilt dann auch:
n—oo
Ty = (mM); = Zm— (nll_)fgopgl)> = Zmpj =Dp; Zm =pj.
i€s i€s i€s

Damit bestehen die Zeilen der Grenzmatrix M alle aus dem transponierten Vektor der stationdren Ver-
teilung 7, insbesondere ist 7 dann auch eindeutig. Ist v eine beliebige Anfangsverteilung so gilt:

(’UM)j = vaj =Tj.

i€S

Damit konvergiert also jede Anfangsverteilung gegen die stationdre Verteilung .

Ein Algorithmus zur Lésung des Problems

Die Schritte der Iteration im Algorithmus sind die folgenden:

e Bestimme zufillig einen Knoten k£ im Graph des Hard Core Modells.

o Wirf eine faire Miinze. Wenn Kopf fillt und kein Nachbarknoten den Wert 1 besitzt, dann trage in
dem Knoten k eine 1 ein. Ansonsten trage eine 0 ein.

e Alle anderen Knoten des Graphen behalten ihren Wert.

Werden die Zusténde X; durch eine Iteration der obigen Beschreibung erzeugt, dann ist der sich daraus
ergebende stochastische Prozess eine zeithomogene, irreduzible und aperiodische Markov Kette mit der
Gleichverteilung als stationére Verteilung 7.

Begriindung:

e Zur Zeithomogenitét: Das Interationsverfahren dndert sich nicht in Abhéngigkeit vom Iterations-
schritt, daher ist die Markov Kette X = (X7, X3, ...) zeithomogen.

e Zur Irreduzibilitdt: In jedem Schritt der Iteration ist die Wahrscheinlichkeit, dass aus einer gegebe-
nen zuldssigen Anordnung, die mindestens eine 1 enthélt, eine 1 verschwindet, positiv. So gibt es
auch eine positive Wahrscheinlichkeit, dass jede zuldssige Anordnung nach endlich vielen Schritten
in die Anordnung mit keiner einzigen 1 iibergeht. Ebenso verhilt es sich auch mit dem Hinzufiigen
einer 1 zu einer zuldssigen Anordnung, die noch nicht die maximale Anzahl von 1-en enthélt. Damit
kann jeder Zustand in jeden Zustand mit einer positiven Wahrscheinlichkeit und in endlich vielen
Schritten iibergehen. Somit ist die Markov Kette irreduzibel.

e Zur Aperiodizitdt: Jede zulissige Anordnung kann mit einer positiven Wahrscheinlichkeit in einem
Schritt wieder eintreffen. Damit ist jeder Zustand aperiodisch und damit auch die Markov Kette.

e Zur stationédren Verteilung: Es soll gezeigt werden, dass die Gleichverteilung 7 die stationére Vertei-
lung der zeithomogenen, irreduziblen und aperiodischen Markov Kette X = (X7, Xo,...) ist. Nach
Satz 77 des Kapitels 2 ist lediglich zu zeigen, dass m;p;; = m;p;; fiir alle Zusténde 7, j gilt. Da 7
gleichverteilt sein soll, haben wir also nur p;; = p;; fiir alle Zustédnde ¢, j zu zeigen. Sei K;; € N die
Anzahl der Knoten im Graphen, in denen sich ¢ und j unterscheiden. Wir betrachten die folgenden
drei Falle:
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— Fall 1 [K;; > 1]: ¢ und j unterscheiden sich also in mehr als einem Knoten. Nach der obigen
Iterationsvorschrift dndert sich in jedem Interationsschritt aber maximal ein Knoten. Daher
ist es nicht moglich, in einem Schritt von Zustand i zu j bzw. von j zu ¢ iiberzugehen, also

— Fall 2 [K;; = 0]: Die Zusténde ¢ und j sind identisch, weshalb p;; = p;; gilt.

— Fall 3 [K;; = 1]: 4 und j unterscheidet sich in genau einem Knoten. Sei m die Anzahl der
Knoten im Graphen des Hard Core Modells, dann gilt: p;; = = - 2 = pj;.

Nach Satz ?? des 3. Kapitels ist die Gleichverteilung 7 eindeutig und die Markov Kette X = (X1, Xo,...)
konvergiert fiir jede beliebige Startverteilung v gegen diese Gleichverteilung. Man kann mit Hilfe der
Ergodentheorie zeigen, dass dann der Algorihmus eine Simulation des Erwartungswertes der Gleichver-
teilung liefert.

Unser eingangs gestelltes Problem l6sen wir nun folgendermaflen: Jeder Iterationsschritt gibt uns eine
zuliissige Anordnung X}, des Hard-Core-Modell aus. Sei mit n(Xy) die Anzahl der 1-en der zuldssigen
Anordnung X}, bezeichnet und mit Y, = n(X}) eine entsprechende Zufallsvariable. Sei Y = n(X), wobei
X gleichverteilt ist und alle Zusténde der Markov-Kette annehmen kann. Dann néhert sich das arithme-

tische Mittel Y,, = + Z Y} fiir grofles n dem Erwartungswert E(Y).

Jede aperiodische und 1rredu21ble Markov-Kette ist ergodisch und daher kann fiir solch eine Markov-Kette
der Ergodensatz angewendet werden. Dieser stellt eine Art Gesetz der Grofien Zahlen fiir abhéngige sto-
chastische Prozesse dar. Die Ergodentheorie alleine hétte jedoch schon die Woche gefiillt und so wurde
sie nicht thematisiert. Tatschlich kann auch ohne Ergodentheorie die Giiltigkeit des Gesetz der Grofien
Zahlen nachgewiesen werden. Das haben wir jedoch leider nicht mehr geschafft.
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