Skalarproduktriume

Teilnehmer:

Lukas Flesch

Hagen Glauche
Severin Gobel

Tim Sebastian Kohler
Daniel Lewin

Julia Rothe

Pablo Suarez Halbach
Lara Théallier

mit tatkrdftiger Unterstitzung durch:

Eren Ugar

Gruppenleiter:
Konrad Groger

Herder-Gymnasium
Herder-Gymnasium
Herder-Gymnasium
Andreas-Gymnasium
Herder-Gymnasium
Kéthe-Kollwitz-Gymnasium
Andreas-Gymnasium
Heinrich-Hertz-Gymnasium

Humboldt-Universitiat zu Berlin

Humboldt-Universitiat zu Berlin

2w

L!iil

/(///]

|

!!!

I

|

)

e —
e

)

17



Die Gruppe hat zunéchst gelernt, dass und wie man die Begriffe Skalarprodukt und Skalarproduktraum im
Rahmen der Theorie der Rdume reellwertiger Funktionen definieren kann. Sie hat sich mit unterschied-
lichen Beispielen von Skalarproduktriumen vertraut gemacht. Anschliefflend hat die Gruppe gelernt, dass
man iiberall dort, wo man iiber ein Skalarprodukt verfiigt, auch iiber den Abstand zweier Objekte und
iiber den Winkel zwischen zwei Objekten reden kann. Die Gruppe hat das erworbene Wissen zur theoreti-
schen Losung eines Approximationsproblems genutzt. Sie hat auflerdem ein Computerprogramm erarbei-
tet, dass zu einer gegebenen stetigen Funktion auf dem Intervall [0, 1] eine bestmogliche Approximation
durch eine Uberlagerung von Sinusschwingungen unterschiedlicher Frequenz liefert. Die Abbildung auf
der letzten Seite des Berichts zeigt ein spezielles Approximationsergebnis.
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1. Grundbegriffe und Definitionen

Der Gegenstand unserer Arbeit sind durchgehend reellwertige Funktionen mit einem beliebigen nichtlee-
ren Definitionsbereich X.

Mit R¥bezeichnen wir im Folgenden die Menge aller reellwertigen Funktionen mit Definitionsbereich X.
Definition 1. Lineare Operationen in RX

Sei u,v € RX und a € R. Wir definieren folgende Operationen:

1. Addition: (u + v)(z) == u(x) + v(z) fir alle z € X;

2. Multiplikation mit Skalaren: (a - u)(x) := a - u(x) fir alle x € X.
Man addiert also zwei Funktionen, indem man die Funktionswerte punktweise addiert. Die Multiplikation
mit einem Skalar a wird ebenfalls punktweise durchgefiihrt. Allerdings ist es wichtig zu verinnerlichen,
dass das Zeichen fiir Addition von Funktionen bzw. fiir die Multiplikation mit Skalaren gleich dem Zeichen

fiir die Addition und Multiplikation von reellen Zahlen ist, obwohl die Operation eindeutig anders ist: Es
werden Funktionen und nicht Zahlen addiert bzw. multipliziert.

Definition 2. Eine Teilmenge V C R¥X heifit Teilraum von dem Gesamtraum R¥ | wenn gilt

l.uyjveV = ut+veV,

22.u€eV,aeR = aueV,

3.0eV.
Die Rdume RX und ihre Teilriume nennen wir im Folgenden Funktionenrdume. Jeder Funktionenraum
enthéilt also die Nullfunktion, und bei Addition zweier Funktionen aus einem Funktionenraum und Mul-
tiplikation einer Funktion mit einem Skalar muss sich eine Funktion aus dem gleichen Funktionenraum

ergeben. Jedoch muss erneut zwischen der Nullfunktion, bei der alle Funktionswerte den Wert 0 anneh-
men, und der reellen Zahl 0 unterschieden werden.

1.1. Beispiele fiir Funktionenriaume

1. Essei V := C([a,b]) definiert als Menge aller stetigen Funktionen auf dem abgeschlossenen Intervall
von a bis b. Dann ist V ein Teilraum von R¥ fiir X = [a,b] und damit ein Funktionenraum.
Die Menge aller stetigen Funktionen ist nédmlich abgeschlossen beziiglich der Addition sowie der
Multiplikation mit Skalaren. Es gilt fiir u,v € C([a,b]) und ¢ € R:

(u+v) € C([a,b]),
(c-u) € C([a,b)).

AuBlerdem ist die Nullfunktion stetig und somit in V' enthalten.
2. Fir X = Nist R¥ = RN die Menge aller Folgen von reellen Zahlen.
3. Die Menge aller beschriinkten Folgen ist ein Teilraum von RY.
4. Die Menge aller positiven Funktionen auf einer Menge X ist kein Teilraum von RX, da die Multi-

plikation mit dem Skalar —1 eine Funktion mit nicht-positiven Werten ergibt.
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Es sei u, v, w € RX. Es wird ein w in Abhiingigkeit von u und v gesucht, sodass gilt: u +w = v

Als Losung dieses Problems wird die Subtraktion von zwei Funktionen (!) folgendermafen definiert:

(u—v)=u+(-1)-v

Damit gilt w = v — u. Weiterhin ist die Definition sinnvoll, da insbesondere gilt ©w — u = 0. Beim
Subtrahieren einer Funktion von sich selbst ergibt sich also die Nullfunktion in Analogie zur reellen Zahl
0 bei der Subtraktion einer reellen Zahl von sich selbst.

Definition 3. Skalarprodukt

Unter einem Skalarprodukt (,Skalar” deutet auf ein reelles Ergebnis, ,Produkt“ auf zwei Argumente)
auf einem Funktionenraum V versteht man eine Funktion s : V' x V — R mit zwei Funktionen aus
dem Funktionenraum als Argumenten, reellen Zahlen als Werten und den folgenden Eigenschaften fiir
u,u,v €V, a€R:

Symmetrie s(u,v) = s(v,u),
Additivitit s
Homogenitit s

positive Definitheit s(u,u) > 0 fiir u # 0.

Es gibt viele Funktionen, die diese Bedingunen erfiillen, es gibt also mehrere Skalarprodukte. Beispiels-
weise ist das iiblicherweise in der Physik verwendete Skalarprodukt nur ein mogliches Skalarprodukt nach
der obigen Definition.

Historische Kurzbezeichnungen fiir das Skalarprodukt sind u-v, (u,v) und (ulv). Letzteres hat sich in der
mathematischen Literatur weitgehend durchgesetzt, trotz der Ahnlichkeit zu Punktkoordinaten. Damit
lasst sich z.B. die Regel der Additivitét fiir Skalarprodukte als (u + @|v) = (u|v) + (@|v) formulieren.

Fiir n € N setzt man zur Abkiirzung R” := R{127}  Beispielsweise lassen sich mit R? alle Punkte in
der Ebene als Funktionen auf {1,2} beschreiben.

Beispiele. Skalarprodukte

1. Essei V:=R! und u,v € V.
Dann wird durch s(u,v) :== u - v ein Skalarprodukt s auf V' definiert; dies ist die normale Multi-
plikation von reellen Zahlen. Die Bedingungen der Symmetrie, Additivitdt und Homogenitét fiir
Skalarprodukte ergeben sich aus dem Kommutativitéits-, Distributiv- und Assoziativititsgesetz fiir
reelle Zahlen. Die positive Definitheit gilt, da das Quadrat einer reellen Zahl ungleich 0 immer
positiv ist.

2. Es sel V :=R" und u,v € V; dabei sei u = (u1,...,up), v = (v1,...,0,).
Dann wird durch

s(u,v) = Zuivi fir u,v e V
i=1
ein Skalarprodukt s auf V' definiert. Die einzelnen Forderungen lassen sich hierbei punktweise analog
zu Fall 1 zeigen. Dieses Skalarprodukt wird auch als Standardskalarprodukt auf R™ bezeichnet.
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3. Essei V :=C([0,1]) und u,v € V.
Dann wird durch

s(u,v) ::/0 u(x)v(x)dx (1)

ein Skalarprodukt s auf V' definiert. Die Symmetrie entspricht erneut punktweise der Kommuta-
tivitdt, die Linearitdt des Skalarprodukts ldsst sich auf die Linearitét des Integrals zuriickfiithren.
Zum Nachweis der positiven Definitheit nutzt man die Eigenschaft von u, an mindestens einer Stelle
von 0 verschieden zu sein, aus, und schétzt das Integral geschickt mithilfe der e-d-Definition der
Stetigkeit ab.

4. Es seien u,v € R%. Dann wird durch s(u,v) = pqcos(a — 3) ein mogliches Skalarprodukt s auf R?
definiert. (Die Bedeutung von p, g, o, 8 ist der Abbildung zu entnehmen.) Tatséichlich entspricht es
dem Standardskalarprodukt auf R™ fiir n = 2. Der Beweis dafiir findet sich unter der folgenden
Zeichnung.

p U2
o \f vt Uq
- >
up = p-cos(a), uy = p-sin(a),
v = q-cos(B), va = q-sin(fB);
s(ulv) = pq(cos(a) - cos(B) + sin(a) - sin(B))

Additionstheorem

pq - cos(a — f3).

Da es fiir Funktionenrdume mehrere mogliche Skalarprodukte gibt, man jedoch oft nur von einem sprechen
mochte, wird der Begrift Skalarproduktraum eingefiihrt, indem ein Funktionenraum mit einem passenden
Skalarprodukt ,,zusammengepackt“ wird.

Definition 4. Skalarproduktraum

Unter einem Skalarproduktraum versteht man ein Paar (V,s), bestehend aus einem Funktionenraum V'
und einem Skalarprodukt s : V' x V — R auf diesem Raum V.

2. Abstinde und Winkelmessungen in Skalarproduktriumen

Im Folgenden sei (V, (+|)) ein Skalarproduktraum. Nun kénnen Begriffe aus der Geometrie auf Funktionen
iibertragen werden. Dafiir werden Begriffe definiert, deren Sinn dann deutlich gemacht wird.
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Definition 5. Die Grofle
lu] = /(u|u) firalleueV

wird Betrag oder auch Ldnge von u genannt.

Beispiele. Fiir V := R! mit dem Skalarprodukt (u|v) :== u-v stimmt \/(u|u) offenbar mit dem iiblichen
Betrag iiberein. Die Definition 77 ist also im Einklang mit unserer bisherigen Benutzung des Begriffs
Betrag.

Mit dieser Definition kénnen einige Séatze allgemein formuliert werden:
Satz 1. Es gilt |au| = |a||u| fir alle a € R und u € V wegen der Homogenitit der Skalarprodukte.

Satz 2. Fir beliebige u,v € V gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:

(ulo)] < ful - [o].

Beweis: Nach der positiven Definitheit, der Additivitdt und der Homogenitét von Skalarprodukten gilt
fiir beliebige u,v € V und a € R:

0 < (u+avju+ av)
(u|u + av) + (av|u + av)
(uu) + 2a(ulv) + a®(v|v).

Wir betrachten nun den letzten Ausdruck als quadratische Funktion f von a, das heiffit wir definieren
f(a) = (ulu) + 2a(ulv) + a?(v|v). Aus der Form geht hervor, dass diese einen Tiefpunkt besitzt; wir
losen die notwendige Bedingung fiir einen solchen (dabei diirfen wir v # 0 annehmen, weil fiir v = 0 die
Behauptung trivial ist):

f'la) = 2(ulv) +2a(vv),
f'(ao) 0
_ (ufp)
T T
Es gilt mit dieser Losung fiir ag:
0 < f(ao)
_ L v)? | (ufv)?
= R )
_ (u[v)?
- (u| )_ (’U|’U)
= (u)? < (ulu)(vfv)
= (o)l < Julfv].
Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Auch die néchste Aussage ist aus der Geometrie in der Ebene bekannt und lésst sich nun verallgemeinern:

Korollar 1. Fiir beliebige u,v € V gilt die Dreiecksungleichung

lutol < ful+ ol
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Beweis: Es gilt

lu+v]? = (u+vu+o)
= (ufu) + +(v[v)
——
Cauchy-Schwarz
< Juf+ +vf?
= (Jul +0])?
= Jutv] < Jul+ vl

O

Die Grofle |u — v| wird als Abstand von u und v interpretiert. Mit dem neuen Abstandsbegriff lassen sich
nun weitere Begriffe aus dem R!, R? und R? auf alle Funktionenriume iibertragen.

Beispiele. Man definiert die Sphdre vom Radius s > 0 um einen Punkt ug € V' durch die Vorschrift:
S ={ueV;u—uy| = s}
Ersetzt man = durch <, so erhélt man die entsprechende Kugel.

Auch der Begriff der Konvergenz lasst sich definieren. Hier betrachtet man nun Funktionen-Folgen: Man
sagt, die Folge (u,,) konvergiere gegen v € V', wenn lim,,_, |u, — v| = 0 ist. Hierbei ist zu beachten, dass
|uy, — v], also der Abstand von w, und v stets ein reeller Wert ist. Auf den reellen Zahlen kennen wir
den Grenzwertbegriff bereits, deshalb ist diese Definition auch formal zuléssig. Weiterhin sagt man, eine
Folge (uy,) sei eine Cauchy-Folge, wenn lim,, ,;,—y00 |tn, — U | = 0 ist. Allerdings sind Cauchy-Folgen nicht
(wie etwa in R™) notwendig konvergent. Skalarproduktriume, in denen jede Cauchy-Folge konvergiert,
nennt man Hilbert-Riume.

Die Umformung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz ergibt:

(ufv)
|ulfv]

Somit gibt es genau ein « € [0, 7], fiir das

€[-1,1] fiir u #0, v #0.

ist. Damit kommen wir zu einer Definition von Winkeln zwischen Funktionen, die nicht gleich 0 sind:

Definition 6. Ist |(u||v)| = cosa und « € [0, 7], so definieren wir o als den Winkel zwischen u und v.
ullv

Mit dem Begriff des Winkels kénnen wir nun auch rechte Winkel zwischen Funktionen betrachten, also
den Winkel o = /2. Es gilt

(ulo) cos(X

ale] %)

(ul)

jafo] ~ °
— (ujv) = 0.

Zwei Elemente u,v € V nennen wir orthogonal, wenn (u|v) = 0 ist. Hierbei fordern wir nicht, dass die
Faktoren von 0 verschieden sind.

Dass der Winkel zwischen einem Element u und sich selbst in jedem Skalarproduktraum gleich 0 ist, ldsst
sich leicht nachvollziehen (siehe den nichsten Absatz) und entspricht unser Intuition aus R? und R3.
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Betrachten wir nun den Fall, dass u,v € V und v das Ergebnis einer Multiplikation der Funktion w mit
einem Skalar ist, also v = a - u,a € R. Dann gilt:

(ufv) a- (ulu) a

ful - Jol  lal - Jul - Ju] ~ la]”

Wenn a positiv ist, so ist der Kosinus gleich 1. Daraus folgt, dass der Winkel zwischen u und v gleich 0
ist; die Funktionen zeigen in die ,,gleiche“ Richtung.

Wenn a negativ ist, so ist der Kosinus gleich —1. Daraus folgt, dass der Winkel zwischen v und v gleich
7 ist; die Funktionen zeigen in ,entgegengesetzte Richtungen.

Beispiel 1. Um eine Vorstellung der Arbeit mit dem neuen Orthogonalitdtsbegriff zu erhalten, priifen
wir im folgenden Beispiel, ob zwei Vektoren u und v im Skalarproduktraum (R?, (-|-)) mit Standardska-
larprodukt orthogonal zu einander sind. Es sei

wi=(2,-9,4), v:= (5,2, 2).

Dann ist

(u]v) Uy -V A+ Ug - Vg U3 - U3
2:5+(-9)-2+4-2
10 —18 +8

= 0.

Da das Skalarprodukt der beiden Vektoren gleich null ist, sind sie orthogonal zueinander. Wer dieses
Ergebnis mit der bekannten Vorstellung des R? vergleicht, wird erkennen, dass diese {ibereinstimmen.
Dies rechtfertigt auch den Gebrauch des verwendeten Skalarprodukts als ,,Standard®.

Definition 7. Ein v € V heifit orthogonal zu U C V, falls (u|v) = 0 fiir alle u € U.

Definition 8. Eine Menge M C V heifit Orthonormalsystem im Skalarproduktraum (V, (-|-)), falls

(u|v) = 0 fiir alle u,v € M mit u # v, (2)
|u| =1 fiir alle v € M. (3)

Beispiele. Ein einfaches Beispiel fiir ein Orthonormalsystem stellen die Einheitsvektoren im R? dar:

V = R3, X = {1;2;3}, u = (u1,us,us),
M = {61, €2, 63},
e1r = (1,0,0), ez = (0,1,0), es = (0,0,1).

Wer den R? vor Augen hat, wird schnell die Orthogonalitit der Vektoren e, fiir gegeben neh-
men: Im Skalarproduktraum kénnen wir dies aber nicht ohne weiteres tun — wir brauchen zunéchst ein

Skalarprodukt.

Hierzu wihlen wir das Standarskalarprodukt im R?. Zur Erinnerung: Es ist

3
(uv) = > ww;.
i=1

Damit erhalten wir:

(erles) = 1-040-140-0,
(e1les) = 1-04+0-040-1,
(e2les) = 0-04+1-040-1.

Je zwei verschiedene Elemente aus M sind also orthogonal zueinander. Die Normierung beziiglich des
Skalarproduktes kann jeder leicht selbst nachpriifen.

Die Menge M ist also (wie erwartet) ein Orthonormalsystem in (R3, (-]-)).
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Satz 3. Fir zwei Elemente u,v aus einem beliebigen Skalarproduktraum (V,(-]-)) gilt
lutof = |ul+ vl

genau dann wenn u und v orthogonal sind.

Beweis: Es gilt

lu+v?> = (u+vju+v)
= Jul*+ v+ 2- (ulv)

=0, genau dann, wenn u und v orthogonal sind 0

Bemerkung 1. Dieser Satz stellt ein Analogon zum Satz des Pythagoras dar. Er ermoglicht die Uber-
tragung intuitiver Vorstellungen aus R? auf beliebige Skalarproduktriume.

3. Approximation in Skalarproduktrdumen

Es kann sich manchmal als schwierig erweisen, Funktionen im Computer zu speichern bzw. die Wer-
te davon auszurechnen. Daher kann es sinnvoll sein, solche Funktionen durch , bessere“ Funktionen zu
approximieren. Dies soll hier auf Basis der neu eingefiihrten Begriffe probiert werden.

Im folgenden sei (V, (+|-)) ein Skalarproduktraum.

Definition 9. Fiir n € N wird jeder Ausdruck der Form Z?:l au; (a; € Ryu; € V) als Linearkom-

bination von wuy,us,. .., u, bezeichnet. Weiterhin definiert man span{uy, us,...,u,} als die Menge aller
Linearkombinationen von uq, us, . . ., Uy,.
Satz 4. Die Menge aller Linearkombinationen von uy,us, ..., u, ist ein Unterraum von V.

Wir verzichten darauf, den einfachen Beweis dieses Satzes anzugeben.
Ist U = span{uy, ..., u,}, so sagt man auch, U sei der von uy, ..., u, aufgespannte Teilraum.

Die ,,schwierige“ Funktion v € V soll approximiert werden. Es sei U Teilraum von V. Wir stellen uns
die Aufgabe, ein u € U derart zu finden, dass |v — «| minimal wird. Aus dem Teilraum U soll also eine
Funktion gefunden werden, die v bestmoglich approximiert.

Wir nehmen zur Vereinfachung an, dass U = span{ej,es,...e,} ist; dabei bezeichnet {e1,...e,} ein
Orthonormalsystem in V.

n

Fiir die gesuchte Funktion u machen wir den Ansatz u = Y a,e;, stellen sie also als Linearkombination
i=1

dar. Die Aufgabe besteht dann darin, die Koeffizienten a1, ..., a, nach Moglichkeit so zu bestimmen,
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dass |v — u| minimal wird. Mithilfe der Orthogonalitit der Funktionen e; findet man

o—uff = ‘U—Zzn;aiei2
(v_iaiei)%iaieg
(vlo) =2 (v }U—Zazez)+(iaiei
|v\2—2Zai(v\ei)+Za?

=1

_ |”\2+Z( 2a;(v]e:) af).

n
> ajej)
i=1

Der erste Summand |v|? hingt von den Koeffizienten a; nicht ab und kann damit ignoriert werden. Jeder
der Summanden in der folgenden Summe héngt nur von einem der a; ab und kann deshalb leicht minimiert
werden. Zu diesem Zweck ersetzen wir a; zeitweilig durch z. Der Faktor (v|e;) (der ein Skalar ist) héngt
von a; nicht ab und wird deshalb bei der Differentiation als konstanter Faktor behandelt. Wir setzen

fi(z) == —2x(v]e;) + x? fiir € R.

Dann ist
fi(z) = —2(vle;) + 2z fiir x € R.

Es gilt f/(z) = 0 genau dann, wenn z = (v|e;) ist.
Daraus folgt: Der Wert |v — u|* wird genau dann minimal, wenn u =", (v]e;)e; ist.

Das Element u ist das einzige Element von U, fiir das v — u zum Teilraum U orthogonal ist. Deshalb
sagt man auch, u sei die orthogonale Projektion von v auf U.

Die orthogonale Projektion kann auch dann definiert werden, wenn der Teilraum U zunéchst nicht von
einem Orthonormalsystem aufgespannt wird. Es gilt ndmlich der folgende Satz, den wir zum Abschluss
des Berichts ohne Beweis angeben:

Satz 5. Jeder Teilraum von V, der von endlichen vielen Elementen {uq,...,u,} aufgespannt wird, kann
auch von einem endlichen Orthonormalsystem {e1,...,en} aufgespannt werden (m < n).

Approximation von f(x) = 22 in C[0, 1], versehen mit dem in (??) definierten
Skalarprodukt, durch eine Linearkombination von zehn aufeinander senkrecht
stehenden Funktionen.
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