Wie funktioniert das Rechnen mit dem Malkreuz?

Kapnick (Hrsg.): Rechenwege 3, Volk und Wissen, 2012, S. 93

Welche Funktion hat das Tausenderfeld hier?

a) Finde heraus, wie
i 3 60 Tim gerechnet hat!
rechne ich mit dem 7 O 6 OO
Mal-Kreuz. 5 3 00 4
L1900

Zeige die folgenden Aufgaben am Tausenderfeld und berechne sie mit dem Malkreuz.

Q) 426  [segasissssslassss sessslesess s S B
R HHHHEHHERHH alsar4l

Miller, Wittmann: Zahlenbuch 4, Klett, 2013, S. 30
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Halbschriftliche Multiplikation

* Schrittweise * (10 | Sl |

A0 00 SO 150
z 6ofgo 90

| 240
5.24 =130
B 302 156
St i= 2 A0

Tauschaufgabe
(verdoppeln/halbieren)

Hilfsaufgabe

6:29= 1%

:_-“-.
AR

6+

7'

i

130

£
™y
s’
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Halbschriftliche Division

* schrittweise * Umkehraufgabe
* Hilfsaufgabe * (halbieren)

="

Beim Schulfest wurden 956 Euro eingenommen. Das Geld wird auf vier Jahrgénge aufgeteilt.

Janne 956 : 4/=/2/3/9 Maja |9/5/6!:14/=/2/39 Alexej|9!5\6|:4|=2|3|9
410/0{:14/=[110/0 810/0|:14|=[2|0/0
810(0]:14/=[2|0/0
R 556 R 156 110|0|:4|=| [2]|5
41010 :14|=[10|0 112|0(:14/=| [3|0 410[:14|= |10
116]:4|= 4
RI115/6 Rl 136
1{210]|:[4|=| (3|0 316 :14|= 9 :
Rl 136 Ich halbiere
36 4= 9 zweimal.
R 0 \ : Ej
| Lily
Fabian 91516|:(2|=(4|7(8| |47/ 8|:12|=|2/3]|9
110/0/0|:14|=|2/5|0
916|0|:4|=(2/4\0 910/0]|:[2|=[4|5/0| [4/0/0]|:][2|=|2|0|0
915|6|:14|=(2/39 5|6/:12|=| |2]|8 2i81:12/=| 13|9

Wie rechnen die Kinder? Welche einfachen Aufgaben benutzen sie?
Vergleicht mit euren Rechenwegen.

Miller, Wittmann: Zahlenbuch 4, Klett, 2013, S. 32
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https://kira.dzlm.de/

Analysieren Sie die Lésungen der Sus.

Alles richtig. Notation egal.



a) 43-21 c) 43-21 e) 12-19

10
b6 ¥
b) 9-56 d) 9-56 f) 12-19
A-56=404 5:5 6=180 | AR ACU-141 &
%“—g'é?:%Eo 4«5 6b=224 | A0 - 10100
A 20
“§9 Exa)
p ok s +4CE)O

Fehler: Uberschlag, Zahlvorstellungen, Zahldarstellung



Das operative Prinzip:

Objekte erfassen bedeutet zu erforschen, wie sie konstruiert sind
und wie sie sich verhalten, wenn auf sie Operationen
(Transformationen, Handlungen, ...) ausgetbt werden.

Was ist ein Rechenquadrat mit Ohren? — Die Sachstruktur
Das Format Rechenquadrat (Abb. 2) basiert auf den folgenden Regeln:

Xx=a+c

C

d

Abb. 2: Ubungsformat

y=b+d

.Rechenquadrat mit dufieren

Zahlen" in allgemeiner Darstellung

Der Zusammenhang zwischen den Basiszahlen (Innere Zahlen):
Die Summen der Basiszahlen jeder Zeile miissen identisch sein.
a+b=c+d

Der Zusammenhang zwischen den Basiszahlen und den dulleren
Zahlen: Die Summe der Basiszahlen einer Spalte wird als Ergebnis
in das anliegende aulere Zahlenfeld — im Sprachjargon der Kinder:
.... in das anliegende dulere Ohr* — eingetragen.

x=a+c und y=b+d

https://pikas.dzIm.de/material-pik/herausfordernde-lernangebote/haus-7-unterrichts-material/rechenquadrate-mit-ohren 33



Das operative Prinzip:

Objekte erfassen bedeutet zu erforschen, wie sie konstruiert sind
und wie sie sich verhalten, wenn auf sie Operationen
(Transformationen, Handlungen, ...) ausgetbt werden.

4)

Henrik (3. Klasse) macht es
.passend"

https://pikas.dzIlm.de/material-pik/
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Das operative Prinzip:

Objekte erfassen bedeutet zu erforschen, wie sie konstruiert sind
und wie sie sich verhalten, wenn auf sie Operationen
(Transformationen, Handlungen, ...) ausgelibt werden.

Rechne aus. Setze fort.

https://pikas.dzIlm.de/material-pik/

Beschreibe: Was fallt dir auf? F_;f,N’_’:r ‘
*Begriinde: Warum ist das so? gt

die Erole zdbld wAind pmev
whn 2awei AT, e
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Die 4 Ubungstypen

Die vier

B e | Unstrukturiert| Strukturiert Kommentieren Sie die
vier Typen!

Gestutzt

e ofl o=
+ = F
L L e

m
e Blw
= 5
1] Il
@ ]

1
5

Formal 1 E—
12- 15 == s

=k

PH Bern, Fachteam Mathematik Primarstufe, 2006 41



Strukturierung/
Darstellungsform unstrukturiert strukturiert

Aufgaben willkiirlich ausgewahlt. Aufgaben durch ganzheitlichen

Jede Aufgabe wird fiir sich Strukturzusammenhang aufeinander
formal betrachtet, gel6st und kontrolliert. bezogen.

Aufgaben werden auf der rein Aufgaben werden auf der rein

symbolischen Ebene bearbeitet. symbolischen Ebene bearbeitet.

Wittmann, E. Ch. (1992). Uben im Lernprozess. In E. Ch. Wittmann & G. N. Miiller (Hrsg.), Handbuch produktiver
Recheniibungen, Bd. 2: Vom halbschriftlichen zum schriftlichen Rechnen (S. 175-182). Stuttgart: Ernst Klett Schulbuchverlag.

So lange gestiitztes Uben wie individuell nétig, so oft strukturiertes Uben wie méglich!
Mathematik ist die Wissenschaft von den Mustern und Strukturen.
42



Was ist was?

Der bunte Hahn:

— -
s [ M L:- .
: e
Y L

1]

. T ‘1 \

1‘_& —

g
I-_.'Il

@ = 8 @+ B O

Male die Felder so aus, wie
es die Farbe des jeweiligen
Ergebnisses vorgibt!

Rechne aus!/.

P m—

Benutze den Rechenrahmenl
Was fallt dir auf?
7T+6= B+7= 5+8= 440=

Rechne aus/.

| 90000 89100 0000 OO

Benutze die Rechenkette!
7+6= 1+45= 3J+d4= B+2=

Zahlenketten:

Wahle zwei Startzahlen und
rechne sie zusammen. Das
Ergebnis schreibe rechts
daneben. Rechne dann die
zweite und die dritte Zahl
zusammen. Das Resultat
schreibe als Zielzahl rechts
neben die dritte Zahl, zum
Beispiel:

2 |10]12 | 22
bzw.

8 |4 |12 ] 16
Finde (alle) Startzahl-

Parchen, mit denen du die
Zielzahl 20 erreichen

kannst.

http://www.pikas.uni-dortmund.de/, 2009
https://kira.dzlm.ql%/



Strukturierungsgrad

schwach strukturiertes
3
Darstellungsform unstrukturiertes Uben strukturiertes
Rechne aus!. Rechne aus!:
gestitztes Uben Benutze die Rechenkettel
il s ol ol Benutze den Rechenrahmen!
Was fallt dir auf?
7+6= B+7= 5+8= 4+9=
Der bunte Hahn: Zahlenketten:
Wahle zwei Startzahlen und
N rechne sie zusammen. Das
g Ergebnis schreibe rechts
5 daneben. Rechne dann die
. ¥ zweite und die dritte Zahl
v ] & zusammen. Das Resultat
'R schreibe als Zielzahl rechts
i neben die dritte Zahl, zum
formales Uben i (A L) Beispiel:
| % o
! o —y—
FT T — (2 [10]12 [22 ]
1 b =) bzw.
e = [8 Ja [12]16 |
-,,., - -.r e B e
Finde (alle) Startzahl-

Male die Felder so aus, wie
es die Farbe des jeweiligen
Ergebnisses vorgibt!

Parchen, mit denen du die
Zielzahl 20 erreichen
kannst.

http://www.pikas.uni-dortmund.de/, 2009
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Arten strukturierter Ubungen

Art der Struktur/
Zugang zur
Struktur

reflektives
Uben

immanentes
Uben

Problemstrukturiert

Gleichartige Aufgaben
im Umbkreis eines
Problems. Dies tritt erst
zutage, nachdem eine
Reihe von Aufgaben
geldst wurde.

Operativ strukturiert

Gleichartige Aufgaben
im Umkreis eines
operativen
Zusammenhangs.
Dieser tritt erst zutage,
nachdem eine Reihe
von Aufgaben geldst
wurde.

Strukturzusammenhang in Form einer
Uubergeordneten Zielsetzung wird bereits am
Beginn der Ubung benutzt.

sachstrukturiert

Gleichartige Aufgaben
im Umkreis eines
Sachzusammenhangs.
Dieser wird im
nachhinein
analysiert/dargestellt.

Gleichartige Aufgaben
im Umkreis eines
Sachzusammenhangs.
Daten werden diesem
entnommen und
Ergebnisse in der
Sachsituation
interpretiert.

Wittmann, E. Ch. (1992). Uben im Lernprozess. In: E. Ch. Wittmann & G. N. Miiller (Hrsg.), Handbuch produktiver
Recheniibungen, Bd. 2: Vom halbschriftlichen zum schriftlichen Rechnen (S. 175-182). Stuttgart: Ernst Klett Schulbuchverlag.



Arten strukturierter Ubungen

Art der Struktur/ | Problemstrukturiert | Operativ strukturiert sachstrukturiert

Zugang zur
Struktur
Rechendreiecke von Rechne aus! 25+ 15= | Fahrplane
aulen nach innen Setze fort! 24 + 16 = | Zahlenbuch 4, S. 124
reflektives Was falltdir 23 +17 =
Uben auf? 22 + 18 =
Warum ist 21+ 19 =
das so? e S
= | Tageslangen
Finde weitere Zauberquadrate Zahlenbuch 3, S. 120
immanentes
Uben

Wittmann, E. Ch. (1992). Uben im Lernprozess. In E. Ch. Wittmann & G. N. Miiller (Hrsg.), Handbuch produktiver
Recheniibungen, Bd. 2: Vom halbschriftlichen zum schriftlichen Rechnen (S. 175-182). Stuttgart: Ernst Klett Schulbuchverlag.



A Rechne aus. Setze fort. a) Beschreibe: Was fallt dir auf? \

\ FUSE 4y

80-50= )0 DMWW(}J%
79-51= 9§ 2 M‘il“!r‘

78-57= 9.6

77-53= @ &% b) Begriinde: Warum ist das so?

76-54= 2.7 vorny b e

15-5€ 9 9 1 me V“wd!

operativ strukturiert, reflektiv

https://kira.dzlm.de/
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Schreib d bEs 9 Tausch 7 und 3,
was ist dabei?

T i i e
I

GO H Ul H N
[

0 =Gy

Nun finde zwei,
vertausche sie,
dann wirst du reich,
Y host alles gleich.

Die 5 lass steh’n,
die andern dreh’n.

120

® Ubungsformat ,Zahlenquadrate® als Spezialfall des Formates , Plusquadrate®. Die Geschichte von der
Wunderschildkréte Lo Shu erzéhlen. 1 Die Wendekarten von 1 bis 9 nach Anweisung des Zauberers legen.
Jeweils die acht Aufgaben ausrechnen.

Muller, Wittmann: Zahlenbuch 1, Klett, 2012, S. 120

Problemstrukturiert, reflektiv
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n Wie lange ist es hell?

Datum Sonnen- Sonnen-
aufgang | untergang
21. Januar szl L 17072 Ubr
21. Februar 7.34 Uhr 13-4
21. Marz 6.33Uhr | 1846 Uht
21. April 6.24 Uhr | 20.38 Uhr
21. Mai 532Uhr | 2125 Libr
21. Juni 515 Uhr | 21.53 Uhr
271, Juli 540Uhr | 21.37% Uhr
271. August 6.27 Uhr | 20.43 Uhr
21. September 716 Uhr | 19.34 Uhr
21. Oktober 8.06 Uhr 18.27 Uhr
21. November 8.00 Uhr | 16.36 Uhr
21. Dezember 8.35 Uhr 16.25 Uhr

Die Daten gelten fur die Stadt Essen.

sachstrukturiert, immanent

Miller, Wittmann: Zahlenbuch 3, Klett, 2012, S. 125

a) An welchem Datum geht die Sonne am friihesten

auf? Wann am spétesten?

b) Berechne die Tagesléngen.
Gib diese Zeitspannen in h und min an.
Florina rechnet: 21. Januar

1h) 35 min | [ | (8l | [2/min

8251908

Julian rechnet: 21. Januar

1b)| [ | 8 h 37 min |

—-+=

-8.25 1612511702

c) Wann ist es am ladngsten hell?

1001702
3/5min|+ 8 h|+2/min/=/8'h/3]Z/min

49



Eine Aufgabe: Streichquadrate Warum kommt immer
ein Ergebnis - viele Beziehungen das Gleiche heraus?

Kern: Die Erkundung mathematischer Beziehungen
n3treichregel*

g |. Kreise eine der Zahlen ein und
I 7 I 2 3 I streiche alle Zahlen in der selben Zeile

& Spalte
2. Fahre so fort, bis alle Zahlen
eingekreist oder gestrichen sind
3. Addiere die eingekreisten Zahlen

45 62 57 76

62+50+20=132 j6+36+20=132
Problemstrukturiert, reflektiv

Nuhrenborger, M.: Mathematische Strukturen entdecken, darstellen und erortern. SinusTransfer, 2010.



Begriinden Sie das Normalverfahren der schriftlichen Multiplikation am Beispiel
der Aufgabe 36 - 78 und benennen Sie die benutzten Rechengesetze!

Padberg schlagt eine Stufenfolge nach dem Prinzip
des fortschreitenden Schwierigkeitsgrades vor:

3. Multiplikation mit gemischten zwei- 247 - 253 —
und mehrstelligen Multiplikatoren 347 - 200 = 69400
347- 50 = 17350
347253 = 347 - (200 + 50 + 3) 347 3= 1041
= 347200 + 347 - 50 + 347-3 347 -253 = 87791
oder

347253 = 347 - 253
347200 347-50 347-3 69400 | |das 200-fache 69400
69400 17350 1041 + 17350 | |das 50-fache 17350
+ 1041| |das 3-fache 1041
87791 87791
Jiirgen Roth Didaktik der Grundschulmathematik 5.54

http://www.juergen-roth.de/



Padberg schlagt eine Stufenfolge nach dem Prinzip
des fortschreitenden Schwierigkeitsgrades vor:

3. Multiplikation mit gemischten zwei-
und mehrstelligen Multiplikatoren

347 . 253 347 . 253
69400 694
17350 ———p 1735

1041 [ etz 1041
ell!

87791 LU 87791

Normierte

Endform

Jiirgen Roth Didaktik der Grundschulmathematik

http://www.juergen-roth.de/ -



. _ H|Z|E |H | Z | E |
Erl.aut.ern Sie am nebensteheno!en. T Tolsgl:-3= | 5 ‘ 3 | 6 ‘
Beispiel das Verfahren der schriftlichen 6
Division! |

1 0
9
I | 8
1 | 8
0
F | H 2B | | |
15 (L2 |ed==—] 87 [&]
1 2
3 1
2 | 8
3| 2
3 | 2
0

Padberg, F.; Biichter, A.: Einfihrung Mathematik Primarstufe — Arithmetik, Berlin Heidelberg : Springer, 2015, S. 57 c3



Josefs Losung

Uberschlagsrechnung: 960:4 = 240

4 passt in die 9 zwei Mal
(Ermittein des ersten Teildividenden und Schétzen der ersten
Quotientenziffer)

2 mal 4 gleich 8
(Multiplikation)

9 minus 8 gleich 1
(Subtraktion)

3 herunterholen
(Herunterholen der nachsten Ziffer)

Diese Schritte werden immer wieder durchlaufen bis alle Ziffern
des Dividenden einmal heruntergeholt worden sind.

https://kira.dzlm.de/
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Fur naturliche Zahlen gilt:
1. Eineindeutigkeit zwischen Zahl und Zahlzeichen: Jede Zahl hat genau eine
Zahlbezeichnung.

2. Diskrete Ordnung: Jede Zahl hat einen Nachfolger und — aul3er der kleinsten Zahl —
einen Vorganger. Die Menge der Zahlen ist wie eine Kette mit Anfang, aber ohne
Ende.

3. Wenn die Division moglich (und der Teiler groBer als 1) ist, dann ist das Ergebnis
immer kleiner als die geteilte Zahl.

4. Multiplikation und Ordnung: Multipliziert man zwei Zahlen, die groer als 1 sind, so
ist das Ergebnis grol3er als jede der beiden Zahlen.

Untersuchen Sie diese Aussagen im Bereich der Bruchzahlen.

,Bruche” bei den Brichen durch Aufbau tragfahiger Grundvorstellungen
vermeiden und nicht unter den Teppich kehren.

Winter, H. (1999): Mehr Sinnstiftung, mehr Einsicht, mehr Leistungsfahigkeit, dargestellt am Beispiel der Bruchrechnung,
Manuskript, RWTH Aachen. (http://blk.mat.uni-bayreuth.de/material/db/37/bruchrechnung.pdf)



3
Was bedeutet Z?



UNIVERSITAT Grundvorstellungen
KOBLENZ - LANDAU zu Bruchzahlen

Malle, G. (2004). Grundvorstellungen zu Bruchzahlen. mathematik lehren 123, 5. 4-8

Ak — P
. Teil eines Ganzen Resultat einer Division 9w W
Eine = Vagl. Teil
Dreiviertel- — (U{n] 1) =S ‘- mehrerer
torte 4 4

W .

Verhaltnis
2=-3:4 (3zu4)
4

Relativer Anteil

3
= VOIL ...
4

Vergleichsoperator
; mal so viel wie ...

Quasikardinalzahl
% = 3 Viertel

2 Viertel + 3 Viertel

; = 5 Viertel
nur wenn nicht | Absoluter Anteil
gerechnet wird! S ...... drei von vier
Quasiordinalzahl
1 2 -
1 Jederviere | QOO00000000@
Jirgen Roth - Didaktik der Zahlbereichserweiterungen Kapitel 4. Rationale Zahlen § - 4.15

http://www.juergen-roth.de/ -



Operator (Zuordnung)

F 1 , 3
1.GroBe ——'4—%— der 1.Grobe ——i-% — der 1.Griéfe

._1_
3.3
s (— von)
4 4
oder
oe .3 das 3-fache 7.
1.Grole T 1 der 1.Gréfe
3.3
G (— von)
4 4
Eingangsgrobe Ausgangsgrofie

(Bruch)grdofien
herstellen

>

zu (Bruch)gréfien
Entstehungshand-
lung finden

GriéBe (Flicheninhalt. Linge. Volumen.
Gewicht, Zeitspanne, Anzahl....)

3 B3 3. B.H

—m ,—dm,—kg.—h,— von 240....

g A KT LA

zum GroéBenverhaltnis
Entstehungshandlung

Struktureller Kern

3
— ist die Zahl r. fiir die
,_1_

Bruchgrobe als

Groben ausdriicken

1. GréBe 2. Grobe

Mischungsverhaltnis
Seitenverhaltnis

Verhiltnis zweiler A

finden ;
4.1r=3 alt.
A_us gangsgréfe mit zum Grofienverhiltnis
0 0 - - it " 0 . . s b B "0
Emglaﬂ:;":mﬁ R > Verhiltnis (zwischen geeigneten Gréfen) BrucheréBe finden
vergleichen
3 : 4 Torverhaltms

Abbildung 8: Drei wichtige Deutungen von Bruchzahlen am Beispiel i

Winter, H. (1999): Mehr Sinnstiftung, mehr Einsicht, mehr Leistungsfahigkeit, dargestellt am Beispiel der Bruchrechnung,
Manuskript, RWTH Aachen. (http://blk.mat.uni-bayreuth.de/material/db/37/bruchrechnung.pdf)
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Operator ( Zuordnung)

' | : 3
|.GroBe ———>— der 1.GroBe ———3 — der 1.GroBe
4 4
3 )
e (— von)
4 4
oder
; .3 _das 3-fache -4 . |
i
o — (— Vol )
4 4
Emngangsgrobe Ausgangsgraofie |
—
11
Z.Z bedeutet=von-.
2 3 2 3
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UNIVERSITAT Vereinigung vieler
hERLERE ALY Bruchrechenaspekte

Hefendehl-Hebeker, L. {1996): Briiche haben viele Gesichter. mathematik lehren 78, 5. 20-22, 47-48

» Jede Fliese” hat die
) " 1 1
Seitenlangen = und =
und ihre Flache ist
% der Gesamtflache.

1.
. ist aulierdem

| =

> die Halfte von einem
Drittelstreifen,

» ein Drittel von einer
Quadrathalfte,

» das Ergebnis der
formalen Rechnung %

W=

2
3

Jirgen Roth - Didaktik der Zahlbereichserweiterungen Kapitel 4. Rationale Zahlen @ - 4.48
http://www.juergen-roth.de/

Motivieren Sie an diesem Bild die Regel zur Multiplikation von
Brichen.
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Grundvorstellungen zur Division von Briichen

 Umkehroperation zur Multiplikation

* Division als Aufteilen bzw. Ausmessen

Formulieren Sie je ein Beispiel.



Division von Bruchzahlen > MaR kleiner a|_§ die zu
messende Grofe.

4.2 7 7 > Beispiel: %:i
9 2 10 > Zugehorige Frage:
1 l Wie oft ist % in 2 enthalten?*
Teilen Messen » MaR groRer als die zu
(Verteilen) (Aufteilen) messende GroRe.

ORCRTTE T -
> Beispiel: 2%

> Zugehorige Frage:
Welcher Bruchtell

3 S
von — passt in =7
4 -

http://www.juergen-roth.de/
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34 % gestellt in Form einer Textaufgabe

Anja

A AT AT IR AT DA
© @ ® @ ® & O

Padberg; F.; Wartha, S. (2017): Didaktik der Bruchrechnung, Springer, S. 131

Erlautern Sie die Losungen von Anja und Bernd.
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