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Unsere Arbeitsgruppe hat sich mit reellwertigen Funktionen mehrerer Ver-
anderlicher beschéftigt. Diese sind in der Mathematik von grofser Bedeutung,
da sich viele praktische Probleme aus der Wirtschaft und Wissenschaft durch
Funktionen in einer Variablen nicht 16sen lassen. Untersucht werden die Fra-
gestellungen, wo lokale und globale Extrema auftreten, wie stark sich eine
geringfiigige Anderung der Argumente der Funktion auf den Funktionswert
auswirkt und bei welchen Argumentwerten die Funktionswerte gleich sind.
Zunachst soll geklirt werden, worum es sich bei reellwertigen Funktionen
mehrerer Veranderlicher handelt.
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1 Grundlagen

Definition 1.1. Eine Abbildung f: P = (21,29, ...,2,) € D CR" — y =
f(P) € R heifst reellwertige Funktion in n Verénderlichen.

Beispiel. In der Physik werden diverse Groften, wie z.B. die Temperatur,
in Abhéngigkeit vom Ort und der Zeit angegeben. Somit ist mit den drei
Raumkoordinaten und der Zeit die Temperatur eine Funktion in vier Veran-
derlichen.

In der Wirtschaft ldsst sich der Gewinn eines Unternehmens als Funktion
seiner Einnahmen und Ausgaben darstellen, wodurch eine Funktion mit sehr
vielen Verdnderlichen entstehen kann.

1.1 Hohen- und Schnittlinien

Setzen wir eine Variable z; konstant, so ergibt sich eine Funktionsschar von
Schnittkurven f.(P) = f(x1,..,¢, .., z,).

Eine Hohenlinie ist die Menge aller Punkte P, die denselben Funktionswert
haben, d.h., fiir die gilt: f(P) = c.

Beispiel. In der Meteorologie werden Luftdruck- und Temperaturbereiche
durch sogenannte Isobaren bzw. Isothermen, also Zonen gleichen Drucks re-
spektive gleicher Temperatur, veranschaulicht. Diese sind nichts anderes als
die Hohenlinien der Funktion, die dem Ort den Luftdruck bzw. die Tempe-
ratur zuordnet.

Bei Rotationsflichen f : P € R? — R mit f(zy,79) = g(\/2? + 22) sind
die Hohenlinien Kreise, bei Ebenen f(x1,22) = a- 21 + b - x5 + ¢ sind die
Hohenlinien Geraden.

2 Stetigkeit

Sei P = (z1,...,2,) € R" und ||P|| = /) _, 27 die Euklidische Norm
im R™. Dann ist durch U.(F) = {P € R"|||P — P|| < ¢} eine e-Umgebung
von Py € R" definiert.
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Definition 2.1. Eine Funktion f : D C R” —— R heifit stetig in einem
Punkt P, € D, wenn gilt:

Ve>030>0VP e D:||P— PR <d=|f(P)— f(R)| <e.

Anschaulich bedeutet diese Definition, dass fiir jede beliebig kleine e-Umge-
bung um den Wert f(P,) eine J-Umgebung um P, existiert, so dass das Bild
der §-Umgebung von Py in der e-Umgebung von f(F) liegt.

3 Ableitungen von Funktionen in n Verander-
lichen

Fiir Funktionen in einer Verdnderlichen sind lokale Anderungsraten von grofer
Bedeutung. Diese werden durch Ableitungen beschrieben. Kennt man diese,
so kann man beispielsweise auf Extrem- und Wendestellen schliefen. Nun
stellt sich die Frage, ob analog zur Ableitung einer Funktion in einer Ver-
anderlichen auch eine Ableitung von Funktionen mehrerer Verdnderlicher
definiert werden kann.

3.1 Richtungsableitung

Wir betrachten eine Funktion f : R? — R. Mochte man an der Funkti-
onsflache iiber einem Punkt Py die Tangente anlegen, so fallt auf, dass es in
diesem Punkt unendlich viele Tangenten gibt. Sie liegen alle in einer Ebe-
ne. Legt man allerdings eine Richtung @ auf der x;-xo-Ebene fest, so gibt
es genau eine Tangente in Fy, und zwar die Tangente an die Schnittkurve
g(A) = f(Po+Ad) von f iiber der Geraden P = Py+ A-d. Der Anstieg dieser
Tangenten wird als Richtungsableitung bezeichnet. Dieses Prinzip ist auch
auf Funktionen mit mehr als zwei Verdnderlichen anwendbar.

Definition 3.1. Seien y = f(z1,...,2,), Py = (2,...,2%),d = (a4, ..., a,)

rn

ein Vektor der Lénge 1 und g(\) = f(Fo + A - @). Der Grenzwert

of f(Bo+Ad) — f(B) _ . g(A) —g(0)
aa " = ) e

=¢'(0)
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heift Richtungsableitung von f im Punkt F, in Richtung a.

ty. (X) = Tangente 2
Xo i
y an f an der EL;°2§)/

Stelle xp

Tangente an f an der Stelle Po
in Richtung des Vektors &

e
Schaittkurve
g( =f(Pot 1 7)

fx). |
> T
] - )
T Ea
Ep —E Xo Eo+E
Beispiel. Die Funktion f(z1,22) = /R?— 2% —23 soll im Punkt Py =

1/v/2

(29, 29) in Richtung @ = ( NG ) abgeleitet werden. Dazu leiten wir unter

Verwendung der bekannten Ableitungsregeln die Funktion

9(N) = [(Po+A8) = /B2 — (a9 + A/V2)? — (2§ + \/V2)?

nach A ab und erhalten fiir die gesuchte Richtungsableitung:

VR - )

3.2 Partielle Ableitungen und Gradient

Tangente an f in y
Q=(Po,f(Po)) in T
Richtung der x3-Achse |

Tangente an fin
Q=(Po, f(Po)) in
Richtung der x; -Achse

22\ RN
l\\

Leitet man eine reellwertige [\ Fiehe vt
N\

Funktion f mehrerer Veranderli- /
cher in Richtung einer Koordina- f
tenachse ab, so spricht man von
einer partiellen Ableitung von f.

N\
e X2
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Definition 3.2. Seien y = f(z1,...,2,) und Py = (29,...,2%) gegeben, so
heifft der Grenzwert

af(P)_hm f(x(l)w‘-a$?_1ax9+/\7$?+1,...,:(:2)
ox; 7 x50 \

partielle Ableitung 1. Ordnung von f nach z; an der Stelle F.

Fiir eine Funktion f : R"™ — R sind damit genau n partielle Ableitungen
definiert. Diese konnen in einem Vektor zusammengefasst werden.
Definition 3.3. Der Vektor

IL(Py)

grad f(Fy) = :

(Po)

of
Tn

heiflst Gradient von f im Punkt F.

3.3 Ableitungsregeln
3.3.1 Verkniipfung von Funktionen

Satz 3.1. Seien a,b zwei reelle Zahlen und seien f : Dy C R" — R und
h: D, CR" — R reellwertige Funktionen. Sei Py € DyNDy, und f und h in
Py differenzierbar in Richtung @ € R"™. Dann gilt fir die Richtungsableitung
der Funktion F: P € Dy Dy, — a- f(P)+0b-h(P):

8FP _O(a-f+b-h) af oh

%( 0) = BE (Po):a'%»(Po)+b'%»(P0)~

3.3.2 Die verallgemeinerte Kettenregel

Satz 3.2. Seien P:t € T C R — R" eine durch t parametrisierte Kurve
inR* und f:P €Dy CR" — R eine Funktion auf dieser Kurve. Seien
weiterhin ty € T und Py = P(ty) € Dy .

Innerhalb einer Umgebung von Py = P(ty) seien die Funktion f(P) und ihre

partiellen Ableitungen aa—ai(P), e %

halb einer Umgebung von to sei P(t) dgﬁniert und dort differenzierbar, d.h.,

(P) definiert und stetig und inner-
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die einzelnen Komponenten x1(t), ..., x,(t) der Funktion P(t) seien dort dif-
ferenzierbar.

Dann ist die zusammengesetzte Funktion g(t) = f(P(t)) bei ty differenzierbar
und es gilt an dieser Stelle:

dP

) = 30 G (R G ) = s ()

oz, to) (3.1)

3.4 Eigenschaften des Gradienten

Aus (3.1) ergibt sich mit A =t und P(\) = Py + A - @ sofort folgender Satz:

Satz 3.3. Seien a € R" ein Vektor der Linge 1, f: Dy CR" — R und seien
innerhalb einer Umgebung eines Punktes Py € Dy die Funktion f(P) und

ihre partiellen Ableitungen aa—f(P), ce a@f (P) definiert und stetig. Dann
x Tp
gilt: '
of _
%(PO) =da-grad f(FP) (3.2)

Mit Hilfe dieses Satzes und der Kettenregel haben wir zwei weitere sehr
anschauliche und hilfreiche Eigenschaften des Gradienten bewiesen.

Satz 3.4. Sind die Voraussetzungen von Satz 3.3 erfillt und gradf(Py) # 0,
dann zeigt der Vektor gradf(Py) in Richtung des steilsten Anstieges von f,
vom Punkt Py aus betrachtet.

Satz 3.5. Sei f : Dy C R? — R in einer Umgebung des Punktes Py
differenzierbar. Sei M, = {(z,y) € D¢|f(z,y) = ¢} eine c-Hdhenlinie von
f mit Py € M.. Sei M. durch die Kurve P.(t),t; < t < ty beschreibbar,
welche in einer Umgebung des Punktes Py differenzierbar ist, und es gelte
P.(ty) = Py. Dann gilt:
dP

gradf (Fy) L 2 (1)
Beispiel. Die folgende Abbildung zeigt die Funktion f(z1,22) = /4 — 22 — 23,
ihre Hohenlinien f(zy, ) = ¢ fiir ¢ = 0,¢ = v/2, ¢ = v/3 und die Gradienten
von f in den Punkten P, = (1,1), P, = (1,0), P; = (0, 1).
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Der Gradientenvektor
in Pq ist liinger; die
Funktion steigt dort
steiler an.

= MM«,

4 Tangentialebene

Wie bereits aus der Schule bekannt, kann man Funktionswerte f(x) fiir x €
(xo—€, xo+€) mit Hilfe einer Tangente an f an der Stelle z linear annéhern.
Die bekannte Gleichung dieser Tangente lautet:

tao(x) = f(0) + f'(20) - ( — 0) (4.1)

Auffallig ist hier, dass sie von dem Anstieg f'(zo) abhéngt. Schwieriger wird
es im R?, weil es hier in einem Punkt P, unendlich viele Tangenten gibt.
Gliicklicherweise liegen diese auf einer Ebene, welche als Tangentialebene be-
zeichnet wird. Eine Ebene kann man mit einem Punkt und zwei Richtungen
beschreiben. Wir haben die folgende Ebenengleichung der Tangential-
ebene hergeleitet:

of

0

* o,
= [(P) + (erad f(R))- PoP

Tr(P) = [f(R) (Po) - (2 — )

Man sieht die Analogie zu (4.1): Anstelle der Ableitung f’(z¢) steht nun der
Gradient grad f(Fp).

Die beste lineare Approximation von f(P) fiir alle Punkte P in einer kleinen
Umgebung des Punktes P, erhalten wir dann durch diese Tangentialebene:
H

f(P)=Tp(P) = [(R)+ (gradf(R))- FoP (4.2)
Beispiel. Mit (4.2) haben wir fiir verschiedene Funktionen untersucht, wie
sich der Funktionswert einer Funktion in einer Umgebung eines Punktes F,
verhélt. Aus Platzgriinden miissen wir hier auf weitere Erlduterungen ver-
zichten.
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5 Der Satz von Taylor

5.1 Taylor-Polynome fiir Funktionen einer Veranderli-
chen

Um das Verhalten von Funktionswerten f(x) in einer Umgebung (xg—e, 2o+
e) einer Stelle zy abschitzen zu kénnen, kann man die Funktion f durch eine
andere Funktion anndhern. Wie kdnnte eine solche Funktion aussehen?

Der einfachste Fall ist die Naherung f(x) = f(x). Je weiter man sich mit x
von der Stelle z(y entfernt, desto groker wird allerdings der Fehler.

Die Approximation wird genauer, wenn man als Ndherung die Tangente
tyo () in (4.1), d.h. f(x) = f(xo)+ f'(x0)(z — x¢) wihlt. Noch genauer kann
die Funktion angenédhert werden, indem ein quadratischer Term in (z — x)
und die 2. Ableitungen von f(z() hinzugefiigt werden. Die Verallgemeinerung
dieser Erkenntnis ist:

Satz 5.1. Sei [ = (zg —e,xz0+¢) und f : I — R eine (k + 1)-mal stetig
differenzierbare Funktion auf I. Dann existiert fir alle x € I eine Zahl &
zwischen x und xq, so dass sich f(x) wie folgt darstellen ldsst:

f(@) = Thwo () + B (2)

mit dem sogenannten k-ten Taylor-Polynom an der Entwicklungsstelle
ZTo-

f (o)
1!

) (2, L OTEN

([E—JIQ)1+"‘+ k"

Tk,xo = f(:BO)—i_

und dem Restglied Ry, ., (x):

FEIE)

(k " 1)! )k+1'

Ry o) = (x — o

Lemma 5.2. Unter der Voraussetzung von Satz 5.1 qilt fiir das Restglied:

o Ri(@)]

e—a0|=0 |T — xo|*

=0.
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D.h., das Restglied strebt schneller gegen 0, als |z — x([¥; folglich wird die
Approximation f(z) ~ T} ., mit wachsendem £ immer besser.

Beweis. Da f#+1) () fiir alle x € T stetig ist, ist f*TV(x) auch in z, stetig.
Mit x — x( strebt nun auch die Folge der zwischen x und x( liegenden &-
Werte gegen xy. Aus der Stetigkeit folgt deshalb:

lim | () = £ (o)

|z—a0|—0
und wir erhalten:
Fua)l = L it —
~ \x_l;i,;{)ﬁlao % - ’/{le P | FEDE©) | — ol
= 7 +1 1 FEHD ()] |xflgiclor|la0 |z — 20| = 0.

O

5.2 Taylor-Polynome fiir Funktionen mehrerer Veran-
derlicher

Auch im R” kann eine Funktion mittels des Verfahrens von Taylor abge-
schitzt werden.

Satz 5.3. Sei f: U.(FPy) C R" — R auf U(Fy) in allen Variablen x;,i =
L,...,n, (k+ 1)-mal stetig partiell differenzierbar. Dann gilt fir alle P €
UE(P()).'
. .o H H
(i) Fir k=1: f(P)= f(F) + grad f(Fb) FoP +o(|| RoP |])
(ii) Fir k = 2:
— —
0

F(P) = F(P) + grad F(Py)- PoP 4 (BaPY H(R)(BoP?) + ofl| PoP |P),

H
wobei o(|| PP ||¥) eine Grife ist mit der Eigenschaft

> 7 k
o(| RP [I*)

=0.
|| P—Pol|—0 I p:ID IE
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Bemerkung: H(F;) ist die Matrix der 2. partiellen Ableitungen von f im
Punkt Fp. Diese wird im folgenden Abschnitt fiir n = 2 ndher erlautert.

6 Extremwertbestimmung

Definition 6.1. Ein Punkt Py € R™ heift (strenges) lokales Extremum von
f, wenn alle Punkte P # P, in der Umgebung von F, einen grékeren bzw.
kleineren Funktionswert besitzen als F.

Py heifst lokales Maximum von f, falls gilt: f(Py) > f(P) VP € U.(P),

Py heift lokales Minimum von f, falls gilt: f(Fy) < f(P) VP € U.(P).

Entsprechend zu R! existieren in R” ein notwendiges und ein hinreichendes
Kriterium zur Bestimmung von Extremalstellen.

Notwendiges Kriterium:

Wenn Py ein lokales Extremum ist, dann ist grad f(P,) = 0.

Das hinreichende Kriterium haben wir nur fiir den Fall n = 2 untersucht.

Wie man an der Grafik sieht, erfiillen auch
Sattelpunkte das notwendige Kriterium.
Um zu erkennen, ob es sich um einen
Extremwert handelt, bendtigen wir die 2.

Minirmum partiellen Ableitungen von f in Pj.

Die Hesse-Matrix:

f besitzt in einem Punkt P zwei partielle Ableitungen 1. Ordnung und folg-
lich vier partielle Ableitungen 2. Ordnung. Diese lassen sich vorteilhaft in der
Matrixschreibweise darstellen.

0% f 0% f
| 522P Gnom
H(P) - 82](‘ 82](‘
8:6183}2 ( 87@(13)

Hinreichendes Kriterium:

Wenn grad f(P,) = 0 und Det(H(P,)) > 0, so ist Py ein lokales Extremum
82 2

von f. Ist a—mjg(Po) < 0, so ist Py lokales Maximum; ist 922

P, lokales Minimum.

(Fy) > 0, so ist
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Mit Hilfe des mehrdimensionalen Satzes 5.3 von Taylor haben wir uns dieses
Kriterium im R? verdeutlicht.

7 Extremwertaufgaben

Beispiel. Wir suchen die Extremstellen und Sattelpunkte der Funktion
f(z,y) = 2° + 100022 4+ 1000y? + y° mit =,y € R.

Wir berechnen den Gradienten von f und setzen ihn gleich 0:

0 0
8—;:(:5, y) = 5z* + 2000z 8—£($, y) = by* + 2000y
U~ & 5244+20000=0 & =0V x=—400

é—z‘:o & Byt42000y=0 & y=0V y=—v400

Damit erhalten wir 4 extremwertverdéchtige Punkte:

Py = (0;0), Py = (0; —/400), Py = (—+/400;0), P, = (—~/400, —+/400).

Wir untersuchen nun die zweiten partiellen Ableitungen von f(P) in diesen
4 Punkten. Die Hesse-Matrix H(P) ist

(2023 + 2000 0
H(z,y) = < 0 20y + 2000)
und wir erhalten mit Det(H (P)) = (2023 + 2000) - (20y> + 2000) das Ergebnis:

2

Det(H(P1)) >0 und s ( 1) >0 — P ist ein lokales Minimum,

Det(H(P,)) < 0 und Det(H(Pg)) < 0 — P, und P; sind Sattelpunkte,
by)

Det(H(P;)) > 0 und 87(

< 0 —> Py ist ein lokales Maximum.
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Beispiel. Die Funktion f(z,y) = zy + 1 ist auf D = {(z,y)|2* + y* < 1} auf
Extrema zu untersuchen. Denkbar ist, dass f die Warmeverteilung auf einer
runden Metallplatte mit Radius » = 1 beschreibt.
Wir berechnen die partiellen Ableitungen von f und setzen sie gleich 0, um
die extremwertverdédchtigen Punkte zu bestimmen.

of of

_— pr— pr— O _— = = O.

g Y) =Y o (r,y) ==
Die Hesse-Matrix des einzigen verdédchtigen Punktes Py = (zo,y0) = (0,0)
ist:

TS o) 2L (e a0)
a o W05 Y0 a_ o L0y Y90
H(Py) = ggf; 020y :(2 é) mit Det(H(Py)) = —1.

m(l‘o,yo) aiyz(‘xo’y(])

Daraus folgt, dass f im Inneren der Kreisscheibe nur einen Sattelpunkt in
Py = (0,0) besitzt. Da die Kreisscheibe D eine beschrénkte und abgeschlos-
sene Menge ist und f auf dieser Menge stetig ist, muss f nach dem Satz von
Weierstrall ihr globales Maximum und ihr globales Minimum auf D anneh-
men. Diese Stellen miissen folglich auf dem Rand 22 + y* = 1 von D liegen.

Durch Parametrisierung des Kreisrandes in Polarkoordinaten lassen sich die
Funktionswerte auf dem Kreisbogen untersuchen:

v = cos(ip),y = sin(g) — f(z,y) = cos(i) - sin) + 1 = k(p)
Die Losung der Gleichung k'(¢) = cos?(p) —sin*(p) = 0 ergibt die kritischen
3 )

Winkel ¢ = 1 2= P3 = W, oy = Durch Einsetzen dieser in x

und y erhalten wir die kritischen Punkte von f:
P =(1/VZ1V2), Pr=(-L/VE1/V3), Ps=(-1/vZ,—1/V2),
Py = (1/V2,-1/V2).

Y

3 ey
Wegen f(P)) = f(P3) = B sind P; und P2 off ‘)l

P; globale Maxima von f und wegen

1 oy
f(Py) = f(Py) = 5 sind P, und P; glo- \ 1
P3

bale Minimalwerte von f. “py
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