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1 Vorbereitung: Potenzen
Die folgenden Fakten sollten aus dem Schulunterricht bekannt sein. Wir wiederholen sie

hier der Vollsténdigkeit halber:

Definition 1. Sei x eine beliebige rationale Zahl. Sei n > 1 eine beliebige natiirliche
Zahl. Unter der n-ten Potenz von x verstehen wir die Zahl:

N—_———

n-mal

Beispiele:

(1) 26=2.2.2.2.2.2. =64

(2) Fiir jede Zahl x gilt: 2! = x.

Satz. (Potenzrechenregeln)

Seien k, n > 2 natirliche Zahlen. Sei x eine beliebige rationale Zahl. Dann gilt:
(i) o g = htn
(ii) (xk)n = ghn

Dabei ist fiir uns vor allem die erste Regel wichtig. Wir werden damit grofle Potenzen
in kleinere Zerlegen. Zum Beispiel:2100 = 264 . 232 . 94,
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2 Einstieg und typische Probleme

Das Rechnen mit Kongruenzen ist eine Methode der Zahlentheorie, also der Mathe-
matik der ganzen Zahlen. Die Idee kommt von der Division mit Rest; das Rechnen mit
Kongruenzen wird daher auch oft Rechnen mit Resten oder mit Restklassen genannt.

Rechnen mit Kongruenzen hilft bei Fragen, die mit Teilbarkeit oder Resten zu tun haben.
Am Ende der folgenden drei Wochen werden wir die folgenden Fragen sehr leicht beant-
worten konnen. Ohne die nétige Theorie ist die Beantwortung aber recht kompliziert:

(1) Welchen Rest lisst die Zahl 12! bei Division durch 117?
(2) Auf welche Ziffer endet die Zahl 31007
(3) Aus der osterreichischen Mathematik-Olympiade 2003:
Warum ist der Ausdruck n®+6n?+14n fiir alle natiirlichen Zahlen n durch 3 teilbar?
(4) Aus der (deutschen) Mathematik-Olympiade, Aufgabe 491031:

Wie lauten die letzten drei Ziffern von 720107
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3 Rechnen mit Resten praktisch verstehen

3.1 Die Schreibweise =

Im folgenden interessieren wir uns bei Zahlen nur fiir den Rest, den sie bei einer gewissen
Division lassen. Zwei Zahlen, die den gleichen Rest lassen, betrachten wir zwar nicht als
gleich, aber zumindest als ziemlich dhnlich.

Definition 2. Sei m > 2 eine natiirliche Zahl. Seien a, b zwei ganze Zahlen.

a und b heiflen kongruent module m, wenn sie bei Division durch m denselben Rest
lassen, also wenn zwei ganze Zahlen p1 und po existieren mit p1 - m+a = po - m + b.

Wir schreiben dafiir auch:

a=b (mod m)

und sagen a und b sind dquivalent.

Beispiele:

(1) 17 =3 (mod 7), denn beide Zahlen lassen bei Division durch 7 den Rest 3. Mit den
Bezeichnungen von oben wéhlen wir p; = 0 und py = 2 und erhalten: 0 -7+ 17 =
2-7+3.

(2) 0= -5 (mod 5), denn (—1)-54+0=0-5+ (-5)
(3) 7=-13 (mod 2), denn 0-2+47=10-2+ (—13)

(4) 1000 = —1 (mod 13), denn 0 - 13 + 1000 = 77 - 13 + (—1)

Wir werden nun einige Eigenschaften von dquivalenten Zahlen nennen. Diese Eigen-
schaften helfen uns, verschiedene Aufgaben zu losen. Die Beweise dieser Eigenschaften
liefern wir aber erst spéter; denn im Moment ist uns bei einigen dieser Eigenschaften
noch gar nicht klar, was dort eigentlich zu beweisen ist.

Satz 1. Fir zwei ganze Zahlen a, b gilt:
a=b(modm)sm|a—>b
(Dabei heifit m | a — b: m teilt die Zahl (a — b))
Dieser Satz hilft uns dabei, schnell zu erkennen, ob zwei Zahlen dquivalent sind. Denn

so miissen wir keine geeigneten p; und ps mehr finden, sondern kénnen einfach eine
Differenz betrachten:

Beispiele:
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(1) 17=3 (mod 7), denn (17 —3) : 7=2

(2) 1000 = —1 (mod 13), denn (1000 — (—1)) : 13 = 77

3.2 Rechenregeln

Im folgenden Satz sind die wichtigsten zwei Regeln enthalten, mit denen man bereits
sehr viele Aufgaben losen kann:

Satz 2. Seien m > 2 und a, b, a’ und V' ganze Zahlen, fiir die gilt: a =b (mod m) und
a =V (mod m). Dann gilt:

(i) a+d =b+ b (mod m)
(it) a-a' =b-b (mod m)
Beispiele:
(1) Esist: 14 =1 (mod 13) und 12 = —1 (mod 13). Damit gilt nach dem obigen Satz:
(i) 26 =0 (mod 13)
(i) 12-14 =168 = —1 (mod 13)

(2) Mit den Bezeichnungen des obigen Satzes wihlen wir m = 6, a = ¢/ = 7 und
b =1V = 1; fiir diese Zahlen gilt tatséichlich 7 = 1 (mod 6). Aus dem obigen Satz
folgt dann:

¢ 7-7=7"=1-1=1 (mod 6)

e 7-7?=7=1-1=1 (mod 6) (hier haben wir a =7, b=1,d =72, =1
betrachtet)

o ...
e 7109 =1 (mod 6)

(3) Esgilt 11 =1 (mod 10). Mit dem Satz erhalten wir: Fiir jede natiirliche Zahl k gilt:
11¥ =1 (mod 10). Oder mit anderen Worten: Jede 1ler-Potenz endet mit der Ziffer
1.

Wie man schon in den Beispielen sieht, erhalten wir damit ein praktisches Verfahren, um
Reste von Potenzen zu bestimmen. Wir zeigen dies am Beispiel der Frage: Auf welche
Ziffer endet 13132

Gesucht ist also
1313 = ? (mod 10)
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1. Wenn die Basis der betrachteten Potenz (hier: 13) grofer ist als der Modul (hier:
10), so vereinfachen wir die Potenz, indem wir die Basis modulo 10 betrachten.
Das heifit in unserem Fall: 13 = 3 (mod 10) =

13" = 3" (mod 10)

2. Wir betrachten nun also die Potenz 3!3. Hier bestimmen wir solange Potenzen, bis
wir einen leichten Rest erhalten:

3! =3 =3 (mod 10)
32=9=9 (mod 10)
33 =27 =7 (mod 10)
3'=3%.3=7-3=1 (mod 10)

Dabei mussten wir im letzten Schritt nicht den genauen Wert 3% ausrechnen, son-
dern haben mit dem Rest 3% weitergerechnet.

3. Wir zerlegen jetzt die gesuchte Potenz 3'3 in Potenzen, sodass moglichst oft die
Potenz 3% vorkommt, weil diese ja einen sehr einfachen Rest hat.

Wir wahlen die Zerlegung;:
38 =3%4.31.3%.3

4. Wir fassen nun alle Erkenntnisse zusammen und erhalten:

1313 = 313 (Nach 1.)
=3t.31.31.3 (Nach 3.)
=1-1-1-3 (Nach 2.)
= 3 (mod 10)

Also endet die Zahl 13'3 mit der Ziffer 3. Dies kann man iibrigens mit einem
Taschenrechner nachpriifen: Tatséchlich ist 13!3 = 302875106592253.

Fiir die Mathematikwettbewerbe Mathematik-Olympiade, Tag der Mathematik und
Kanguru-Wettbewerb geniigt diese Wissen fiir viele Aufgabe. Wir betrachten trotzdem
noch ein weiteres Ergebnis, das wir als Spezialfall des vorigen Satzes erhalten:

a=b(modm)=a-c=0b-c(modm)

Die Umkehrung davon gilt aber im Allgemeinen nicht (siehe Aufgaben). Sie gilt aber in
einem Spezialfall trotzdem:

Satz 3. Seien a, b, ¢ beliebige ganze Zahlen. Sei m > 2 eine natirliche Zahl, die teiler-
fremd zu c ist, d.h. ggT(c,m) = 1. Dann gilt:

a-c=b-c (mod m)=a=b (mod m)
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3.3 Anwendung fiir Beweise von Teilbarkeitsregeln

Viele Teilbarkeitsregeln kénnen mit Hilfe von Kongruenzen leichter bewiesen werden,
als das ohne der Fall ist. Das gilt zum einen fiir die uns bereits bekannten Teilbarkeit-
sregeln fiir die Teilbarkeit durch 2, 3, 5, 7, 9, 11, die man durch Modulo-Rechnungen im
Dezimalsystem zeigen kann.

Man kann allerdings auch Teilbarkeitsregeln fiir beliebige Zahlen formulieren, diese sind
aber meistens ziemlich unhandlich und sehr theoretisch. Einen Einstieg findet man zum
Beispiel in http://www.uni-siegen.de/... /skripte/elzth2.pdf.

Wir werden hier eine Teilbarkeitsregel fiir die Teilbarkeit durch 11 beweisen:

Satz 4. Eine beliebige Zahl z = @pa,—1 - .- ajag mit (n+1) Stellen ist genau dann durch
11 teilbar, wenn ihre alternierende Quersumme, also die Zahl ag—a1+as—as+as*. ..,
durch 11 teilbar ist.

Beweis. Es ist z = @pan_1...a1ag = 10" - @y, + - - + 101 - a1 + 1 - ay.

Wir stellen fest:

10 = —1 (mod 11)

10F = (=1)* (mod 11) fiir alle k € N
Dann gilt:
z ist durch 11 teilbar
< 2z =0 (mod 11)
& 10" @y +---+ 10" a1 +1-ag =0 (mod 11)
< (=1)" apm--—-a1+1-a9=0 (mod 11)
< Die alternierende Quersumme von z ist durch 11 teilbar
O
Beispiele:

(1) Wir betrachten die Zahl z = 1085195. Die alternierende Quersumme dieser Zahl ist
5—9+1—-54+8—-041=1, also nicht durch 11 teilbar. Folglich ist auch z selbst
nicht durch 11 teilbar.

Tatsiichlich gilt 1085195 : 11 = 98654, 09.

(2) Wir betrachten die Zahl z = 6105. Die alternierende Quersumme dieser Zahl ist
5—0+4+1—6=0, also durch 11 teilbar. Folglich ist z selbst durch 11 teilbar.


http://www.uni-siegen.de/fb6/analysis/overhagen/vorlesungsbeschreibungen/skripte/elzth2.pdf
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Tatséchlich gilt 6105 : 11 = 555.

AuBlerdem werden wir noch eine Teilbarkeitsregel fiir die Teilbarkeit durch 7 beweisen:
Satz 5. Gegeben sei eine Zahl z von der Form z = 10a 4+ b. Dann gilt:

a — 2b ist durch 7 teilbar < z ist durch 7 teilbar
Beweis. Sei also ein z = 10a + b gegeben und es gelte die Voraussetzung a — 2b =
0 (mod 7).
Weil —1 = —1 gilt nach Satz [2 auch: —a +2b =0 (mod 7).

Weil 21a = 0 gilt nach dem gleichen Satz auch: 21la — a 4+ 2b = 0 (mod 7), also mit
anderen Worten 2 - (10a +b) =2 -0 (mod 7).

Weil 2 und 7 teilerfremd sind (d.h. ggt(2,7) = 1), gilt nach Satz [ auch:

10a +b =0 (mod 7)
das heifit aber gerade, dass 10a 4+ b durch 7 teilbar ist. U
Ubrigens gilt auch die Umkehrung dieser Teilbarkeitsregel. Der Beweis dazu funktioniert

ziemlich dhnlich. Einzige Schwierigkeit ist es, den Kehrsatz zu formulieren und beim
Beweis Voraussetzung und Behauptung nicht zu mischen.

Beispiel: Betrachten die Zahl 7168 = 10 - 716 + 8 . Es ist 716 — 2 - 8 = 700, was
N~~~

=a =b
offensichtlich durch 7 teilbar ist. Folglich ist auch die Ausgangszahl 7168 durch 7 teilbar.
(Mit dem Taschenrechner kann man nachpriifen: 7168 : 7 = 1024).
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3.4

2.1)

2.2)
2.3)

2.4)

2.5)

2.6)

2.7)

2.8%)

Aufgaben

Beantworte die folgenden Fragen, die bereits in der Einleitung gestellt wurden:
(a) Welchen Rest lisst die Zahl 12! bei Division durch 117
(b) Auf welche Ziffer endet die Zahl 3007
(c) Aus der (deutschen) Mathematik-Olympiade, Aufgabe 491031:

Wie lauten die letzten drei Ziffern von 720107
Aus der Osterreichischen Mathematikolympiade 2003: Auf welche Zahl endet 200329037
Zeige: Ist a € 7 eine beliebige ungerade Zahl, so gilt a®> = 1 (mod 8).
Zeige: Im Allgemeinen gilt die Aussage

a-c=b-c(mod m) = a=0b (mod m)

nicht. Finde also Zahlen a, b, ¢ € Z und m > 2, m € N, sodass gilt: a - ¢ =
b- ¢ (mod m), aber nicht gilt: a« = b (mod m).

Aus der ersten Mathematik-Olympiade, Aufgabe 011035:
Mit welcher Ziffer endet die Summe 11 + 126 4 13% 4 14% + 156 + 1657

Sei p eine beliebige Primzahl, die grofer als 3 ist. Zeige, dass p? beim Teilen durch
3 den Rest 1 l&sst.

Fiir die Teilbarkeit durch 3 gilt die folgende Regel:
FEine Zahl ist genau dann durch 3 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 3 teilbar ist.

Einen Beweis haben wir bereits im Zirkel gegeben. Formuliere den Beweis mit Hilfe
von Kongruenzen.

Beweise die folgende Teilbarkeitsregel fiir die Teilbarkeit durch 7:

Gegeben sei eine Zahl z = ay . ..ar1agb. Dann: z ist genau dann durch 7 teilbar,
wenn G, ... a1ag — 2b durch 7 teilbar ist.
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4 Rechnen mit Resten theoretisch verstehen

In diesem Abschnitt wollen wir die Eigenschaften von Resten beweisen, die wir bisher
hemmungslos benutzt haben. Vor allem die Ergebnisse aus Satz [2 haben wir bisher
benutzt, um Rechenaufgaben zu 16sen. Doch auch die restlichen Eigenschaften werden
wir hier beweisen.

Wir tun dies erst jetzt, da wir die modulo-Schreibweise und das =-Symbol erst richtig
verstehen wollten.

Satz 1. Fir zwei ganze Zahlen a, b gilt:
a=b (modm)sm|a—Db

(Dabei heifit m | a — b: m teilt die Zahl (a — b))

Beweis. Beweisen die beiden Richtungen der Aussage getrennt voneinander:

“=—" Seien also a, b, m mit a = b (mod m) gegeben. Das heifit nach Definition: Es
existieren ganze Zahlen p; und ps mit

pLom+a=py-m+b
- (p1—p2) - m=b—a
b—a

m

— p1—Dp2=

Hier ist (p; — p2) eine ganze Zahl. Foglich steht auch auf der rechten Seite der Gleichung
eine ganze Zahl. Also ist b*ﬁ ganze Zahl. Das heifit aber gerade, dass m die Zahl (b —a)
teilt.

t b=a

“<=" Seien also a, b, m mit m | (b — a) gegeben. Folglich ist >—* eine ganze Zahl. Zur

Abkiirzung nennen wir diese Zahl p;. Also:

b—a
b1 =
m

— pr-m=b—a
- pr-m+a=>
— pr-m+a=_0 -m+b

P2

Und nach Definition von Aquivalenz ist also a = b (mod m). O

Satz 2. Seien m > 2 und a, b, a’ und V' ganze Zahlen, fiir die gilt: a =b (mod m) und
a =V (mod m). Dann gilt:

10
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(i) a+ad =b+ b (mod m)

(it) a-a’ =b-b (mod m)

Beweis. Wir beweisen hier nur die erste Aussage, die zweite Aussage bleibt als Ubungsaufgabe.

Seien also a, b, d’, V', m gegeben mit a = b (mod m) und a’ =¥’ (mod m). Nach Satz [II
istalsom |b—aund m |V —d'.

Die Summe von zwei durch m teilbaren Zahlen ist wieder durch m teilbar. Das heif3t:
m | (b—a)+ (V/ — d'), beziechungsweise mit anderer Klammerung:

m|(b+b)—(a+a)
Das bedeutet nach der Riickrichtung von Satz [I] aber gerade, dass
b—b =a—ada mod m)
O

Satz 3. Seien a, b, ¢ beliebige ganze Zahlen. Sei m > 2 eine natiirliche Zahl, die teiler-
fremd zu c ist, d.h. ggT(c,m) = 1. Dann gilt:

a-c=b-c (mod m)=a=0b (mod m)

Beweis.

a-c=b-c(modm)
=m | bc — ac nach Satz [I]
=m|(b—a)c
=m|b—a weil m und c¢ teilfremd

= a =b (mod m)
O
Dabei ist die vorletzte Implikation anschaulich einigermaflen klar und wir geben uns
an dieser Stelle damit zufrieden. Diese Implikation ist bekannt als Lemma von Euklid

und man kann es wiederum beweisen, also auf noch einfachere Eigenschaften der ganzen
Zahlen zuriickfithren. Man findet den Beweis zum Beispiel unter http://de.wikipedia.org/wiki/Lemma_von_}

11
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4.1 Aufgaben

4.1) Beweise die zweite Aussage aus Satz 2

12
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5 Ausblick

5.1 Eulersche ¢-Funktion

Sei n eine natiirliche Zahl. Dann definieren wir:
©(n) = Anzahl von pos. Zahlen, die zu n teilerfremd sind, nicht grofier als n sind

Dabei heiflen zwei Zahlen teilerfremd, falls ihr grofiter gemeinsamer Teiler 1 ist. Also
zum Beispiel:

e »(12) =4, weil némlich die Zahlen 1, 5, 7, 11 teilerfremd zu 12 sind. Alle anderen
Zahlen, die kleiner oder gleich 12 sind, aber nicht.

e (7) = 6, weil alle Zahlen, die kleiner als 7 sind, zu 7 teilerfremd sind.

e Allgemein gilt fiir jede Primzahl p:
e(p)=p—1
Mit Hilfe der p-Funktion kann man einige interessante Aussagen formulieren und be-
weisen. Zwei werden hier (ohne Beweis) angegeben:

Satz 6. (Kleiner Satz von Fermat) Fir jede ganze Zahl a und jede Primzahl p gilt:
a’? =a (mod p)

Zwar ist dieser Satz fiir ganze Zahlen zwar nur von méfligem Interesse. Allerdings kann
man den Satz in verallgemeinerter Form auch anderswo anwenden.

Satz 7. Fir grofie Zahlen n gilt:

Dabei kann man ziemlich genau angeben, was in dieser Gleichung das = bedeuten soll.
Man benotigt dafiir aber sehr viel Wissen iiber Grenzwerte und Funktionen und um
diese Aussage wirklich zu verstehen, muss man vorher wahrscheinlich ein paar Jahre
Mathematik studieren.

Wir iiberzeugen uns nur an einem Beispielen davon, dass die Abschéitzung wahrscheinlich

gar nicht so schlecht ist:

3
©(2586486) = 738984 = 786197,47 = 2586486 —;
7r

13
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5.2 Restklassen

Wir betrachten die Teilbarkeit durch 3. Dabei fassen wir alle Zahlen, die beim Teilen
durch 3 den gleichen Rest lassen, zu einer Menge zusammen. Diese Mengen nennen wir
Restklassen. Wir erhalten also insgesamt drei Restklassen, diese nennen wir rg, 71, ro:

e rg=4{...,—-6,-3,0,3,6,...}
o ri={.,5-21,47,...}
oo ={.,—4-1,258,...}

Also jede Zahl, die in rq ist, ldsst beim Teilen durch 3 den Rest 0. Jede Zahl, die in rq
ist, lasst beim Teilen durch 3 den Rest 1 und so weiter.

Und fiir irgendeine ganze Zahl x sei T die Restklasse, in der x liegt. Das heifit beispiel-
sweise:

e 0=ry
o 1l=nrg
e 2=ry
e 10=r
e —3=rg

Wir definieren jetzt eine Verkniipfung von zwei Restklassen. Ob diese Verkniipfung sin-
nvoll ist, ob sie irgendwas mit der klassischen Multiplkation zu tun hat, oder ob sie schone
Figenschaften hat, ist uns erstmal egal. Wir definieren diese Verkniipfung * einfach und
schauen dann, was passiert:

Fiir zwei Restklassen @ und b sei @ * b = a - b. Dabei steht a - b fiir die ganz normale
Multiplkation von zwei Zahlen.

Also beispielsweise:

14
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Wir bemerken nun: Jede der drei Restklassen aufler rg kann man mit einer anderen
Restklasse multiplizieren, sodass r; herauskommt.

Das sieht erstmal ziemlich langweilig aus, ist aber in Wirklichkeit eine tiefschiirfende
Erkenntnis! Es gilt der folgende Satz:

Satz 8. Sei m irgendeine Zahl und seien ro, r1, ..., rm—1 die Restklassen zu m. Dann
qgilt:

Wenn m eine Primzahl ist, genau dann existiert fiir jede Restklasse 1 aufler ro eine
andere Restklasse r;, sodass das Produkt ry xr; = ry ist.

Beispiel:

e Wir betrachten m = 4. Dort haben wir mit r9 ein Problem. Denn: r9 % r{ = 79,
To % T'9g = T, T9 * '3 = 7o, aber nie r9 * r; = rq!

o Wir betrachten m = 59. 59 ist eine Primzahl und tatsichlich stellen wir fest:
— Tr1*xrp ="nT
— T2kT30 =T1
—T3kT =T1
T T4kT15 =T
— T kT2 =T1
—Te*Two =T1

—TrrkTir =T

15
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