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1. Rekonstruktion von Wegen aus Geschwindigkeiten

Ein Wagen, der (reibungslos) eine geneigte Ebene hinab fahrt, fiihrt eine gleichméafiig beschleunigte
Bewegung aus. Wenn die geneigte Ebene den Neigungswinkel a hat, erfahrt der Wagen die Beschleu-
nigung a = ¢ -sina (§ = 9,817 ist die Erdbeschleunigung).

a

(a) Zeichnen Sie fiir « = 30° ein v-t-Diagramm und bestimmen Sie aus dem Graphen, welchen
Weg der Wagen nach 2s, 4s, 65, 8s, 10s zuriicklegt, wenn er zum Zeitpunkt ¢t = 0 losfahrt.

(b) Skizzieren Sie anhand dieser Werte ein s-t-Diagramm fiir die ersten 10 Sekunden der Abfahrt.

2. Flicheninhalt unter dem Graphen der Funktion f mit f(x) = x°

(a) Bestimmen Sie die Ober- und Untersummen zu der Flache zwischen dem Graphen der Funkti-
on f mit f(x) = x> und der x-Achse iiber dem Intervall [0;5] bei einer Zerlegung dieses Intervalls
in 100 gleich lange Teilintervalle.

(b) Zeigen Sie (fiir das Beispiel aus Aufgabenteil a): Strebt die Anzahl der Teilintervalle gegen
unendlich, so werden Ober- und Untersummen gleich. Berechnen Sie damit den exakten Inhalt
der Fliache zwischen dem Graphen der Funktion f und der x-Achse iiber dem Intervall [0;5].
Merken Sie auch hier an, welche Kenntnisse zu Grenzwerten erforderlich sind, um die Aufgabe
zu l6sen.

(c) Leiten Sie durch Verallgemeinerung des Beispiels (d. h. ohne Nutzung des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung) die Funktionsgleichung der Integralfunktion

- R = [ fa

3. Volumina von Rotationskorpern

Lasst man den Graphen der Funktion f : [0;2] — R mit f(x) = /x im Raum um die x-Achse
rotieren, so begrenzt er (zusammen mit der auf der x-Achse senkrecht stehenden Kreisscheibe mit
Mittelpunkt (2;0) und Radius /2) einen Rotationskorper.

(a) Wir unterteilen das Intervall [0;2] in 200 gleich lange Teilintervalle und betrachten in jedem
dieser Teilintervalle einen schmalen Zylinder maximalen Volumens, der vollstindig innerhalb
des Rotationskorpers liegt. Berechnen Sie das Gesamtvolumen des Korpers, der von diesen 200
,Innenzylindern” gebildet wird.

(b) Nun betrachten wir fiir jedes Teilintervall einen schmalen Zylinder minimalen Volumens, der
den Teil des Rotationskorpers in dem jeweiligen Teilintervall vollstandig einschlief3t. Berechnen
Sie das Gesamtvolumen des Korpers, den diese 200 ,, AufSenzylinder” bilden.

(c) Lassen Sie die Zahl der Teilintervalle gegen Unendlich gehen und berechnen Sie die Volumina
des von den , Innen-“ und des von den ,, Aufienzylindern” gebildeten Korper.

(d) Verallgemeinern Sie nun das in den Aufgabenteilen (a)-(c) angewendete Verfahren und leiten
Sie eine Formel fiir die Berechnung des Volumens des durch Rotation des Graphen einer steti-
gen Funktion f: [2;b] — R um die x-Achse entstehenden Rotationskorpers her.

(Siehe auch die auf der folgenden Seite wiedergegebenen Schulbuchausziige.)



Volumen von Rotationskérpern

Mithilfe der Integralrechnung kénnen oft auch Rauminhalte von Korpern berechnet werden.
Wir werden uns im Folgenden mit der Berechnung des Volumens solcher Rotationskorpern
beschéftigen.

Lasst man z.B. eine Fliche um die x-Achse oder die y-Achse rotieren, so entsteht ein
Rotationskorper.

13. a) Stellen Sie sich vor, dass die Graphen der Funktionen in den Bildern 54a—c iiber dem
angegebenen Intervall um die x-Achse rotieren. Beschreiben Sie die jeweilig entste-
henden Korper. Um welche Korper handelt es sich?

b) Berechnen Sie das Volumen des Rotationskorpers, der durch die Funktion f in Bild
54a bei Rotation um die x-Achse entsteht.

c) Stellen Sie sich vor, dass die in a) beschriebenen Korper durch Ebenen geschnitten
werden, die senkrecht zur x-Achse verlaufen. Beschreiben Sie moglichst genau die
Schnittfliche der Korper.

d) Stellen Sie sich vor, dass die Graphen der Funktionen in den Bildern 54a—c jeweils
um die y-Achse rotieren. Beschreiben Sie die entstehenden Korper. Uber welchem
Intervall erfolgt die Rotation?

¢) Bei welchen Funktionen entstehen bei Rotation der Graphen um die x-Achse als Ro-
tationskorper gerade Kreiskegel bzw. gerade Kreiszylinder?

f) Nennen Sie Belsplele fiir in der Realitat auftretende Rotatlonskorper

=Y

14. Im Bild 55ist ein Rotationskérperab- | Y4 | | | | ]
gebildet. Er wird von einigen Zylin- ‘
dern umschlossen.

a) Beschreiben Sie diese Zylinder mog-
lichst genau.

b) In welcher Beziehung steht die Summe
der Rauminhalte der Zylinder zum
Volumen des Rotationskorpers?

¢) Welche Radien haben moglichst gro3e
Zylinder, deren Hohe nicht verdndert
wird, die aber von dem Rotationskor-
per umschlossen werden?

d) In welcher Beziehung steht die Summe
der Rauminhalte der Zylinder aus c) _
zum Volumen des Rotationskorpers? 3 i ;

e) Beschreiben Sie, wie man mithilfe der 1 5 55
beschriebenen Zylinder immer bessere Naherungswerte fiir das Volumen des Rota-
tionskorpers erhalten kann.

Quelle: Schulz, W.; Stoye, W.: Mathematik Sekundarstufe II, Analysis Leistungskurs. Volk und Wissen, Berlin 1997.



