Didaktik der Analysis und der Analytischen
Geometrie/ Linearen Algebra

4. Ableitungen von Funktionen

A. Filler

Humboldt-Universitat zu Berlin, Institut fir Mathematik

$-UN,
Vo b

< >
Uppryt

Sommersemester 2016

Internetseite zur Vorlesung: http://didaktik.mathematik.hu-berlin.de/index.php?article_id=331
oder Uber: http://www.mathematik.hu-berlin.de/ filler/

Folie 1/41



Didaktik der Mathematik der Sekundarstufe Il
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Funktionales Denken und Propadeutik der Analysis

Aspekte funktionalen Denkens nach VOLLRATH!

1. ,Durch Funktionen beschreibt oder stiftet man Zusammenhange
zwischen GroBen: einer GrbéBe ist eine andere zugeordnet, so
dass die eine GréBe als abhangig gesehen wird von der anderen

2. Durch Funktionen erfasst man, wie Anderungen einer Grof3e sich
auf eine abhangige GrdéBe auswirken.

3. Mit Funktionen betrachtet man einen gegebenen oder erzeugten
Zusammenhang als Ganzes.”

In leichter Abwandlung der Aspekte 1 und 2 von VOLLRATH formulierte
MALLE zwei Aspekte von Funktionen:2

» Zuordnungsaspekt: Jedem x wird genau ein f(x) zugeordnet.

» Kovariationsaspekt: Jede Veranderung von x zieht eine bestimmte
Verénderung von f(x) nach sich und umgekehrt.

1 VOLLRATH, H.-J.: Funktionales Denken. In: JMD 10 (1989), S. 3-37.
2MALLE, G. (2000). Zwei Aspekte von Funktionen: Zuordnung und Kovariation. In: Mathematik lehren 103, S. 8-11.
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Funktionales Denken und Propadeutik der Analysis

Funktionales Denken und Analysispropadeutik

Materialien von Andrea Hoffkamp

http://www2 .mathematik.hu-berlin.de/ hoffkamp/

Dreiecksflache:
http://www2.mathematik.hu-berlin.de/ hoffkamp/Material/dreieckmaterial.htn

Die Reise:
http://www2.mathematik.hu-berlin.de/ " hoffkamp/Material/reisematerial.html
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Entnommen aus:

Qualitative Aspekte von Ableitungen

Neuverschuldung soll sinken

Regierung will Steuerplus fiir Sparkurs nutzen / Keine Kurskorrektur bei Reformen

Von unserem Korrespondenten
Dietrich Eickmeier

BERLIN. Die Bundesregierung will die der-
zeit kraftig sprudelnden Steuerquellen vor
allem zum Schuldenabbau nutzen. Es
miisse die erste Pflicht sein, die 2006 veran-
schlagte Neuverschuldung von 38,2 Milliar-
den Euro zu senken, sagten Kanzlerin An-
gela Merkel und Vizekanzler Franz Miinte-
fering gestern nach einer Kabinetisklausur
in Berlin.

Diese Summe sei eine der hochsten Neu-
verschuldungen in der Nachkriegsge-
schichte, betonte Merkel. Bei einer Sen-
kung wiirden die Menschen in Form gerin-
gerer Zinszahlungen profitieren. Auch Fi-
nanzminister Peer Steinbriick erteilte allen
Forderungen nach zusdtzlichen Ausgaben
sowie dem Verzicht auf die geplante Mehr-
wertsteuererhohung erneut eine Absage:
.Die Situation ist nach wie vor sehr ernst,
trotz der erfreulichen Entwicklung.” Der Fi-
nanzminister begriindete den Sparkurs da-

WESER@ KURIER

RREMER TAGESZEITUNG

HAHN, ST.; PREDIGER, S.: Bestand und Anderung — Ein Beitrag zur Didaktischen Rekonstruktion der Analysis. JMD 29 (2008), 3/4.
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Qualitative Aspekte von Ableitungen

Aufgabe aus TIMMS Il

Welcher der folgenden Graphen hat die nachstehenden Eigenschaften:
£'(0) <0, f’(1) <0 und f "(x) istimmer negativ?

,Erfolgsquoten”: OECD: ~ 45%; Deutschland: ~ 35%
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Qualitative Aspekte von Ableitungen
Aufgabe 5

In die Behdlter 1 und 2 flieBt Wasser, wobei die Zuflussrate konstant ist.
Skizzieren Sie fUr jeden Behdlter einen Graphen, der die Abhdngigkeit der
Hohe des Wasserspiegels von der Zeit beschreibt.

Behdlter 1 Behdlter 2
.
Behalter 1 Behaiter 2 >
S |
Beha\er \

Wohe 30> Momorpiesoln | We do; Romaopegels
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Qualitative Aspekte von Ableitungen

Aufgabe Produktlebenszyklus

Ein Produkt wird am 24.3. erstmalig
auf den Markt gebracht und bis zum
20.9. verkauft. Ab dem 21.9. gibt es
dieses Produkt nicht mehr zu kaufen.
In der obigen Graphik ist der mit die-
sem Produkt erbrachte tagliche Um-
satz in Abhéngigkeit von der Zeit t
dargestellt. Am 13.5. befindet sich ein
so genannter Wendepunkt. Am 14.7.
befindet sich ein Hochpunkt. Unter
dem Gesamtumsatz zu einem be-
stimmten Tag wird im Folgenden die
Summe aller taglichen Umsétze vom
Verkaufsbeginn an bis zu diesem Tag
(einschlieBlich) verstanden.

taglcher
Umsatz

y

Geben Sie zu jeder der folgenden Aussagen an, ob sie Richtig oder Falsch ist.

Richtig  Falsch

Die Zunahme des taglichen Umsatzes sinkt jeden Tag in der Woche vom 28. Juni
O O bis zum 04. Juli.

O O  Die maximale Zunahme des taglichen Umsatzes wird an einem Tag in der Woche
vom 12. Juli bis zum 18. Juli erreicht.

Entnommen aus:

HAHN, ST.; PREDIGER, S.: Bestand und Anderung — Ein Beitrag zur Didaktischen Rekonstruktion der Analysis. JMD 29 (2008), 3/4.
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tigicher

Umsatzsteigerungs-
graphen von ,Klaus*

Entnommen aus:

HAHN, ST.; PREDIGER, S.: Bestand
und Anderung — Ein Beitrag zur Di-
daktischen Rekonstruktion der Analy-
sis. JMD 29 (2008), 3/4.
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Qualitative Aspekte von Ableitungen

taglicher Umsatz g,@’(‘
A
S??q —

M8+

1<+

m@}ww\w “,.,M'“ \.&4 &{\@&"g@ﬁ

Wendepunkt und Extrempunkt selbst erfunden - Einteilung des Produkt-
lebenszyklus in charakteristische Phasen von ,Martina“ und ,Henner*:

Anlaufphase — Bekanntwerden — Konsumphase — Jetzt-habens-alle-und-
keiner-braucht-es-mehr-deshalb-gehen-die-Verkaufszahlen-runter-Phase

Entnommen aus:
HAHN, ST.; PREDIGER, S.: Bestand und Anderung — Ein Beitrag zur Didaktischen Rekonstruktion der Analysis. JMD 29 (2008), 3/4.
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Qualitative Aspekte von Ableitungen

Ebenen- und Aspektwechsel als Herausforderungen der Analysis

Ebene f

Ebene f”

Ebene [”

Objekt f

4,
et
Hogy

Zuordnung [

Entnommen aus: B
HAHN, ST.; PREDIGER, S.: Bestand und Anderung — Ein Beitrag zur Didaktischen Rekonstruktion der Analysis. JMD 29 (2008), 3/4.

Aspekt-
wechsel

Kovariation von 1

é X
§ »
S p:v“\ .y

Zuordnung /*

.
j e

Objekt 'k!’”
Aspekt-

wechsel

Kovariation von /"

i
:

Objekt '&‘
o/
Zuordnung [ 220 | Kovariation von f”
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Qualitative Aspekte von Ableitungen
/ \\

/ :

N

: Anderungsverhalten nimmt
nimmt ab nimmt zu nimmt ab
des Bestands zu
Anderungsverhalten
der Anderung nimmt zu nimmt ab nimmt zu

des Bestands

Qualitat
des Wachstums

gleich-
sinnig

gleich-

gleichsinnig sinnig

Die Qualitat des Wachstums andert sich an den Extrem- und Wendestellen

HAHN, ST.; PREDIGER, S.: Bestand und Anderung — Ein Beitrag zur Didaktischen Rekonstruktion der Analysis. JMD 29 (2008), 3/4.
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Schritte hin zum gangigen Ableitungskonzept

Schritte hin zum gangigen Ableitungskonzept

Absolute Anderung Durchschnittliche Anderung  Momentane Anderung

im Zeitraum [xg, Xg+h] pro Zeiteinheit pro Zeiteinheit
im Zeitraum [xq, Xg+h] zum Zeitpunkt xq

fix, +h) — f(xy) f(xq +h)—f(x,) £1ixg) = im f(xq+h)—£(x,)
h h—0 h
i durchschnittliche Momentane

konkrete Anderung konkrete Anderung konkrete Anderung

des Bestands des Bestands des Bestands
pro Zeiteinheit pro Zeiteinheit

im Zeitraum [xg, Xg*h] im Zeitraum [xg, Xg*h] zum Zeitpunkt xq
M/? ¥

Ratenbildung Grenzwertbildung

HAHN, ST.; PREDIGER, S.: Bestand und Anderung — Ein Beitrag zur Didaktischen Rekonstruktion der Analysis. JMD 29 (2008), 3/4.
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Didaktik der Mathematik der Sekundarstufe Il

Ableitungen von Funktionen

Exaktifizierung des Ableitungsbegriffs — Zugange
Anstieg einer Kurve in einem Punkt / Tangentenproblem
Anderungsrate einer Funktion
Lineare Approximation
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Exaktifizierung des Ableitungsbegriffs — Zugange

» Anstieg einer Kurve in einem Punkt bzw. Tangentenproblem
(LEIBNIZ, 1646-1716)

» Anderungsrate einer Funktion
(NEWTON 1643-1727)

» Lineare Approximation
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Exaktifizierung des Ableitungsbegriffs — Zugange

Tangentenproblem
Funktion f sei in einem Intervall |a,b[ definiert; xo,x €]a, b|.

1) —
J(x)
f(x) = f(xo)

» Anstieg der Sekante in [xo, x]: T x
— X0

» Anstieg der Tangente in (xq | f(xp)): lim M
X—>X0 X — _xo

» Veranschaulichung des Grenziibergangs mithilfe des Computers
Folie 16/41



Exaktifizierung des Ableitungsbegriffs — Zugange

Anderungsrate einer Funktion
» Durchschnittliche (mittlere) Anderungsrate von f in [xo, x|:
f(x) —f(xo)
X — X0
» Lokale (momentane) Anderungsrate von f in xo:
i L) ~f (o)
X—XQ X — Xo
» Existiert dieser Grenzwert, so ist es auch der Anstieg
von fin (xo | f(x0))
Kinematische Interpretation
» Newton: Bewegung eines Massepunktes P auf einer Geraden
s(2) — s(to)
t— 1y

. . . t — t
» Momentangeschwindigkeit von P: v(zy) = }Ln? s()tj(o)
0 — 1o

» Durchschnittsgeschwindigkeit von P: v(r) =
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Exaktifizierung des Ableitungsbegriffs — Zugange

Lineare Approximation
Ziel:

,LOptimale“ Approximation einer Funktion f durch eine lineare Funktion
(Mit linearen Funktionen I&sst sich leichter arbeiten.)

Jx)

Xo

Lineare Approximation ist ein grundlegendes Konzept in der
Mathematik.

Folie 18/41



Exaktifizierung des Ableitungsbegriffs — Zugange

Lineare Approximation
Geg.: Funktionf: R — R
Ges.: lineare Funktion /: R — R mit

- l(XQ) :f()c()) und
— I(x) =m- (x—x0) + f(xo) fr ein geeignetes m € R

» Absoluter Approximationsfehler: a(x) = f(x) — I(x)
(Falls f stetig in xo, so gilt 1i_>m a(x)=0).
X—X0

v

Relativer Approximationsfehler:

Fx) = fO) —1x) _ f(x) —mlx—x0) —f(x0) _ f(x) —f(x0) _

X = X0 X — X0 X — X
» [ approximiert ,optimal®, wenn r(x) in der N&he von xo ,klein*
» d. h,wenn lim r(x) =0 < lim M —m
X—X0 X—X0 X — X9

v

ist,

[ approximiert f in xo optimal, falls / die Tangente an f beschreibt.
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Exaktifizierung des Ableitungsbegriffs — Zugange

Zusammenfassung der Zugange zum Ableitungsbegriff
» Alle drei Ansatze filhren zu dem Grenzwert lim JM
X—>XQ X — X0

» Préazisierung dieser Ideen fuhrt zu einer Definition.

Definition: DC R, f:D—R, xp € D
f heif3t differenzierbar (ableitbar) in x( :< es existiert ein ¢ € R mit

i F0) —f0)

X—rX0 X — X0
Gern wird die folgende Schreibweise verwendet:

. limf(XoJrh) —f(xo)
h—0 h
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Grenzwert einer Funktion an einer Stelle

Problem:
Um die Differenzierbarkeit einer Funktion an einer Stelle zu verstehen,

ist der Grenzwert einer Funktion an einer Stelle notwendig.
Die beiden gebrauchlichsten Definitionen:

» e-0-Definition”

» ,Folgendefinition®

Die ,e-6-Definition” gilt als besonders schwierig, wahrend die
~Folgendefinition“ anschaulicher ist.

Rahmenlehrplan (Berlin): ,Grenzwerte (von Zahlenfolgen und Funk-
tionen) auf der Grundlage eines propadeutischen Grenzwertbegriffs
insbesondere bei der Bestimmung von Ableitung und Integral nutzen.*
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Didaktik der Mathematik der Sekundarstufe Il

Ableitungen von Funktionen

Umsetzungsmoglichkeiten in der Schule
Datenorientierter Zugang Uber Geschwindigkeiten/
Beschleunigungen
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Umsetzungsmaoglichkeiten in der Schule

Zugange zum Ableitungsbegriff
» Anstieg einer Kurve in einem Punkt bzw. Tangentenproblem
» Anderungsrate einer Funktion
» Lineare Approximation

Welcher dieser Zugange ist fir die Schule am besten geeignet?

» Alle drei Zugange haben eine gewisse Bedeutung; vor allem An-
stiege / Tangenten kénnen auch bei anderen ,primaren” Zugangen
der geometrischen Interpretation / Veranschaulichung dienen.

» Zugang Uber Anderungsraten hat einige Vorteile:

» Anwendungsbeispiele, Anknipfung an ,Alltagserfahrungen®
» Bezlige zu den Aspekten funktionalen Denkens

» ,Bestand und Anderung“ — tragfahiger Zugang zu Ableitung und
Integral

» Interpretationsmdglichkeit nicht nur der ersten, sondern auch der
zweiten Ableitung (Anderung der Anderungsrate)
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Umsetzungsmaoglichkeiten in der Schule

,Die Ableitung ist sowohl als lokale Anderungsrate als auch als
Tangentensteigung zu deuten” (Rahmenlehrplan Berlin, S. VII).

» Zugange Uber Wege / Geschwindigkeiten / Beschleunigungen
eignen sich gut fir Einstiege in die Analysis.

» Siehe u. a. DANCKWERTS, R.; VOGEL, D.: Analysis verstédndlich
unterrichten. Spektrum, 2006, S. 51ff.

» Sinnvoll: geometrische Interpretation (Sekanten — Tangenten)
simultan mit berlcksichtigen.

» Der im Folgenden vorgestellte Zugang wurde in &hnlicher Form
von H.-W. HENN (TU Dortmund) vorgeschlagen.
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Umsetzungsmaoglichkeiten in der Schule

Datenblatt ICE
BR 403 (8 MW) - Halbzug

V [km/h] V = f (t), Ebene
33

300 t—

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 400 420 440 460 480 500 520 540 560 580 600 620 640 660 680 700

Zeit t [s]
Geschwindigkeits-Zeit-Diagramm:
Geschwindigkeit v = f(¢) in Abhangigkeit von der Zeit ¢
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Umsetzungsmaoglichkeiten in der Schule

Konkrete Daten:

a. 0s bis 100s: ICE beschleunigt von 052 auf 1730

b. 100s bis 200s: ICE bescheunigt von 1732 auf 245 kn
c. 200s bis 300s: ICE beschleunigt von 245X auf 285 ¥

Quantifizierung der Beschleunigungsaussage:
Geschwindigkeitszunahme

vony 2 in xs, also

k
173TIn
100s
k k ki
245Tm — 173Tm _ 72Tm
200s — 100s 100s
k k k
285Tm - 245Tm _ 40?m
300s — 200s 100s

Bemerkungen:

» Es handelt sich um ,mittlere Beschleu-
nigungen® fir 100 s-Zeitintervalle.

km

» Einheit = wird Ublicherweise i |n —
umgerechnet z.B.:
km 1000 m
17352 _ 173 36005 173m
IOOS 100s  360s2

~ 04815
S
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Umsetzungsmaoglichkeiten in der Schule

» Die mittlere Beschleunigung zwischen 100s und 200 lasst sich
als Steigung der Geraden durch die beiden Datenpunkte deuten.
V (km/h] 339 T

310 A
300

280
280
270 A

260
250
240
230
220
210

H
N

s.
3
NN

zo/

i

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 400 420 440 460 480 500 520 540 560 580 600 620 640 660 680 700 1 [s]

» Die mittlere Beschleunigung entspricht der Anderung der
Geschwindigkeit im Zeitintervall von 100s und 200s.
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Umsetzungsmaoglichkeiten in der Schule
Eine genauere Aussage Uber das Beschleunigungsverhalten bei
t = 100 s erhalt man durch mittlere Anderungsraten wie

v(110s) —v(100s) . v(100s) —v(905)
110s — 100 100s — 90s

oder allgemein
v(t1) — v(1005)

it 1 100
1005 mith 7 100s

Anschaulich ist klar:

Wird das Zeitintervall kleiner, so wird die Beschleunigungsaussage

genauer.
Durchschnittliche Beschleunigung im Intervall [z; 1 + A¢]:

o Av v+ Ar) — (1)
alt) = 3, = At
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Aus dem ICE-Diagramm lassen sich einige Werte fr

Umsetzungsmaoglichkeiten in der Schule

At = 50s ablesen:

km

tins | v(r)in == v+ A in K (o) in -
0 0 105 2,10
100 173 215 0,84
200 245 268 0,46
300 285 295 0,20
400 305 312 0,14
500 319 323 0,08
600 327 329 0,04
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Umsetzungsmaoglichkeiten in der Schule

Graph der Funktion r — a(t)
(far die mittleren Beschleunigungen a(f) mit Az = 50's)
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Umsetzungsmaoglichkeiten in der Schule

Man verbessert die Aussage, indem man die Intervalle Ar immer
kleiner wahlt. Anschaulich bedeutet das:

» Ubergang von der mittleren zur lokalen Beschleunigung
» Ubergang von der mittleren zur lokalen Anderungsrate
» Ubergang von der Steigung der Sekanten zur Steigung der
Tangenten (,Tangente” in anschaulichem, nicht prazisem Sinne)
Mathematisch stellt sich an dieser Stelle das Problem des Grenzwerts:

Coov(t+ A —v(t
““):AI}EO( A)t 2

(At #0)

In dem Beispiel ist die Existenz des Grenzwerts anschaulich recht klar.

Die Existenz dieses Grenzwertes ist gleichbedeutend damit, dass der
Graph ,lokal linear ist, d. h. beim ,Zoomen* auf einen Punkt des
Graphen wird der Graph zu einer Geraden.
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Didaktik der Mathematik der Sekundarstufe Il

Ableitungen von Funktionen

Rechnen mit Ableitungen
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Rechnen mit Ableitungen

Ausgangspunkt: P00 = I f(xo+h) — f(xo)

» Grenzwert kann unterschiedlich fundiert behandelt worden sein:
Jpropadeutische Einfihrung®, Folgen oder ,e-5-Definition”

— Unterschiede GK-LK

» Was muss zur Verfiigung stehen, wenn mit dem
Differentialquotienten gearbeitet werden soll?

— Grenzwertsatze sind unverzichtbar:
lim (f(x) +g(x)) = lim f(x)+ lim g(x)
X—X( X—X0

X—X0
Jim (c- g(x)) = ¢ lim f(x)
Jim (f(x) —g(x) = lim f(x) — lim g(x)
Jim (f(x) -g(x) = lim f(x) - lim g(x)
7 o Jfim )

Jim 25 =

fim 209 (Vor.: g(x) # 0 in einer e-Umg. von x)

X—>X()
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Rechnen mit Ableitungen

Ableitungen elementarer Funktionen | Ableitungsregeln
> f mit f(x) =2 » Summen, Differenzen,
, konstanter Faktor
» f mit f(x) =x" (n€N)
(allgemeiner: n € 7)
> f mit fx) = V& >gmitg(x):f(lx)
» £ mit f(x) =x"(n€Q)

Quotientenregel
» £ mit f(x) =¢*
(Verallgemeinerung: a*)

> f mit f(x) =In(x)

(Verallgemeinerung: log, x)

v

Produktregel

v

v

Kettenregel

v

Ableitungsregel fur
Umkehrfunktionen

» trigonometrische Funktionen
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Rechnen mit Ableitungen

Herleitung der Produktregel

» Nahe liegende Vermutung:
(f-8) (x) =f'(x)- &)

» Entkraftung:
fx)=x, gx)=x
(f-8) (x) =f(x) - g(x) =
(f-8) (x) =
f(x) - g'(x) =
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Rechnen mit Ableitungen

Herleitung der Produktregel — ,lkonisieren als Findungsheuristik"

» Veranschaulichung von Produkten als Flacheninhalte
» Zuordnung von Flacheninhalten Fzuf - g

Fi

F;3

Fo

F>

Man entnimmt der Zeichnung:

f(X() + h)
f(x0)

g(x0) g(xo +h)

(f-8)(xo+h) = (f-g)(x0) = Flxo+h) = F(xo) = Fi + F2 + Fs
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Rechnen mit Ableitungen

Fy

F;3

f(xo + h)
f(xo)

g(xo) g(xo + h)

(f-g)(xo+h) = (f-8)(x0) = F(xo+h) = F(xo) = Fi + F2 + F3

(f(xo+h) —f(x0)) - 8(x0) + f(x0) - (g(x0+h) — g(x0))

+ (f(xo+h) — f(x0)) - (g(x0+1) — g(x0))
(f-8)(xo+h) — (f-g)(x0) _ flxot+h) —f(xo)

h

I -g(x0) + flxo
i f(xo+h) — f(x0)

h

g(xo+h) — g(xo)
( )’%

- (g(xo+h) — g(x0))
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Rechnen mit Ableitungen

Eine anspruchsvolle Klausuraufgabe
Ist eine Funktion f differenzierbar an einer Stelle xo und gilt /' (xy) # 0,

so ist auch die Funktion g mit g(x) = f(lx) differenzierbar an der Stelle

X und es gilt:

f'(xo)
(f(x0))>

a) Beweisen Sie diesen Satz mit Hilfe des Differenzenquotienten.

g'(x0) = —

b) Welche Bedeutung hat der Zusammenhang zwischen Stetigkeit
und Differenzierbarkeit fir den Beweis des Satzes?
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Ableitungen von Funktionen

Satze Uber stetige und differenzierbare Funktionen
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Satze Uber stetige und differenzierbare Funktionen

(Nicht nur) theoretische Grundlage fir Kurvendiskussionen
Satze Uber stetige Funktionen
» Zwischenwertsatz (Spezialfall: Nullstellensatz von Bolzano)

» Satz vom Minimum und Maximum

Satze Uber differenzierbare Funktionen
» Differenzierbarkeit — Stetigkeit
» Satz von Rolle, Mittelwertsatz
» Monotoniesatz

» Kriterien fir lokale Extrema und Wendepunkte
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Satze Uber stetige und differenzierbare Funktionen

Aufgaben zum Satz von Rolle und zum Mittelwertsatz

1. Belegen Sie durch ein Beispiel, dass man im Satz von Rolle nicht
formulieren kann: Es existiert genau ein xo mit a < xo < b und f'(x) = 0.

2. Es seif eine beliebige quadratische Funktion. Zeigen Sie, dass die
Sekante von f in einem beliebigen Intervall [a; b] parallel zur Tangente an
f an der Stelle x, verlauft, wobei x, der Mittelpunkt von [a; b] ist.

3. Untersuchen Sie fir die folgenden Funktionen, ob es im Intervall [g; b]
eine Stelle x, gibt, an der die Tangente an f parallel zur Sekante in [a; b]
verlauft.

a) f(x) =vx, [a;b] =[1;4]
b) f(x) =x*, [a;0] = [-3;3]

4. Sie wissen bereits, dass die Ableitung einer auf R konstanten Funktion f

die Funktion f’ mit f'(x) = 0 fUr alle x € R ist.
a) Formulieren Sie die Umkehrung dieser Aussage.
b) Beweisen Sie diese Aussage. Wenden Sie dazu den Mittelwertsatz

auf eine Funktion an, deren Ableitung Uberall Null ist.
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