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Didaktik der Analysis und der Anal. Geom./ Lin. Alg.
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Zugange zum Integral

Mégliche Zugénge zum Integralbegriff:

» Bestimmung von (orientierten!) Flacheninhalten bzw.
Flacheninhaltsfunktionen unter Funktionsgraphen
(Ober- und Untersummen — Riemann-Integral)

» Bestimmung von Stammfunktionen
(Umkehrung des Ableitens)

» ,Rekonstruktion“ von Bestanden aus Anderungen

Alle drei Aspekte sind bei der Behandlung der Differentialrechnung von
Bedeutung und sollten berlcksichtigt werden.

Aber: In welcher Reihenfolge und mit welcher Gewichtung?
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Zugange zum Integral

Mégliche Zugange zum Integralbegriff:

» Bestimmung von (orientierten!) Flacheninhalten bzw. Flacheninhalts-
funktionen unter Funktionsgraphen (Ober- und Untersummen)

v

.Klassischer Zugang®, der nach wie vor einen wichtigen Aspekt
bei der Behandlung des Integrals darstellen sollte

ABER: Gefahr der Identifikation: ,Integral = Flacheninhalt*

v

v

Haufig Vernachlassigung der Orientierung
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Zugange zum Integral

-«

Sy ist der Inhalt der Fldche, die von der x-Achse, der Geraden x = a und dem Graphen von f
eingeschlossen wird,

S; der Inhalt der Fliche, die von der x-Achse, der Geraden x = b und dem Graphen von f
eingeschlossen wird.

Esist a<b und 0<8,<S;.

b
Der Wert des Integrals [f(x) dx ist dann

A §+S,; D. |S, —S,|
B 5-5 E  15+5,)
C. Sz = S/
Aufgabe aus TIMMS

Folie 5/38



Zugange zum Integral

Mégliche Zugange zum Integralbegriff:

» Bestimmung von (orientierten!) Flacheninhalten bzw. Flacheninhalts-
funktionen unter Funktionsgraphen (Ober- und Untersummen)

» Zu frihe analytische Definition des Riemann-Integrals

n—oo n—o0 n—o0 n—oo

b
/ f(x)dx = lim U, = lim = 0, (falls lim U, = lim = 0n)
a

fohrt zu ,Missverhaltnis von begrifflichem und terminologischem
Anspruch gegeniiber realisiertem Niveau der Diskussion® (KIRSCH)
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Zugange zum Integral

Mégliche Zugange zum Integralbegriff:

>

» Bestimmung von Stammfunktionen (Umkehrung des Ableitens)

>

» Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung als Definition:
b
/ f(x)dx :== F(b) — F(a) mit F'(x) = f(x)

— einseitig rechnerische Orientierung
» Begrifflicher Zugang (was ist ein Integral?) kommt zu kurz.

» Hauptsatz der Diff.-/Int.-rechnung sollte eine Erkenntnis sein, wird
aber zur Definition ,degradiert® — ,antididaktische Inversion®.

Dennoch kann der Zusammenhang zwischen Integral und Ableitung
bereits recht friih punktuell betrachtet werden, wenn er nahe liegt.
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Zugange zum Integral

Mégliche Zugange zum Integralbegriff:

>
>

» Rekonstruktion von Bestdnden aus Anderungen

.integrieren heil3t Rekonstruieren”

(DANCKWERTS/VOGEL)

v

Rekonstruktion von Bestanden als Ausgangspunkt fir die
Herausbildung eines Grundverstandnisses vom Integral.

v

Die beiden anderen Aspekte lassen sich einbeziehen.
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Integration als Rekonstruktion von Bestanden

Ein Einstiegsbeispiel

In eine leere Badewanne wird eine gewisse Zeit Wasser eingelassen, dann
die Wasserzufuhr gestoppt, gleichzeitig der Abfluss gedffnet und nach einer
Weile wieder geschlossen:

Zuflussgeschwindigkeit (in Liter/Minute)

100

Zeit (in Minuten)

-50

Wie viel Wasser befindet sich nach einer beliebigen Zeit ¢ in der Wanne?

Stellen Sie die Wassermenge als (stlickweise definierte) Funktion in Abhan-

gigkeit von der Zeit dar und fertigen Sie einen Graphen dieser Funktion an.
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Integration als Rekonstruktion von Bestanden

» Innerhalb der ersten Minute nimmt die Wassermenge V zu, in den
darauf folgenden eineinhalb Minuten nimmt sie ab, danach ist sie
konstant.

» FUr ¢ < 1 min ist die zugeflossene Wassermenge 100 - ¢ (Liter).

» FUr einen Zeitpunkt r wahrend der Abflussphase ist von den in der
ersten Minute zugeflossenen 100 Litern jene Menge abzuziehen,
die wieder abgeflossen ist: 100 — 50 - (r — 1) (Liter).

Zuflussgeschwindigkeit (in Liter/Minute)

100

100 ¢ fir 0<¢t<1
V(t) =< 150-50¢ fir 1<r<2,5
25 fir r>2,5

2,5  Zeit (in Minuten)

-50
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Integration als Rekonstruktion von Bestanden

Zuflussgeschwindigkeit (in Liter/Minute)

Geometrische Deutung

100 » Die Produkte
100 - ¢ und
50-(r—1)

sind Rechteckinhalte.

2,5 Zelt (inMinuten) » In der Gesamtbilanz

werden oberhalb der
Zeitachse liegende Inhalte
Wassermenge ¥(#) (in Liter) positiv und unterhalb
liegende negativ gezahlt.

-50r

10T » V() ist eine Summe

vorzeichenbehafteter
Rechteckinhalte.

: . — orientierter Flacheninhalt
1 2,5 Zeit ¢ (in Minuten)
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Integration als Rekonstruktion von Bestanden

Rekonstruktion:

» Aus der der Zuflussgeschwindigkeit des Wassers zu jedem
Zeitpunkt wird auf die Wassermenge in der Wanne zu jedem
Zeitpunkt zurlickgeschlossen.

» Zuflussgeschwindigkeit: i
Ableitung V'(t) — momentane Anderungsrate der Wassermenge

— Aus der Anderungsrate V' wird die Funktion V wiederhergestellt
(rekonstruiert).
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Integration als Rekonstruktion von Bestanden

Ein weiteres Beispiel:
Rekonstruktion von Wegen aus Geschwindigkeiten
BR 403 (8 MW) - Halbzug

V (km/h] V = f (), Ebene
3%

310 e
300 e

0 20 40 60 80 100 120 140 160 160 200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 400 420 440 460 80 500 520 540 S60 580 600 620 640 660 620 700

Zeit t [s)

Aus dem Datenblatt soll (zunachst durch grobe Schétzungen, dann
jedoch verfeinert) ermittelt werden, welchen Weg der ICE nach 100s,
200s, 300s, 400s und 500s zurtick gelegt hat.
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Integration als Rekonstruktion von Bestanden

BR 403 (8 MW) - Halbzug
V=1, Evene

==
=

555

a) Ermitteln Sie aus dem Diagramm minimale und maximale Werte
far den nach 100s, 200s, 300s, 400s und nach 500s
zurlckgelegten Weg.

b) Uberlegen Sie, wie sich die unter a) ermittelten Werte verfeinern
lassen, so dass die Differenzen zwischen den minimalen und
maximalen Werten kleiner werden und somit eine genauere
Aussage Uber die tatsachlich zuriick gelegten Wege méglich wird.

¢) Schéatzen Sie unter Verwendung ihrer unter b) erhaltenen Werte,
welchen Weg der ICE nach 100s, 200s, 300s, 400s und 500s
zurlick gelegt hat.

c) Skizzieren Sie auf der Grundlage ihrer Schatzwerte ein Weg-Zeit-

Diagramm fur die ersten 500 s nach dem Anfahren des ICE.
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Rekonstruktion von Wegen aus Geschwindigkeiten

Aufgabe a) Aufgabe b) Aufgabe c)

Zeit | min. Weg | max. Weg | min. Weg | max. Weg | etwa zurlck
gelegter Weg

100s

200s

300s

400s

500s

— Rekonstruktion von Wegen aus Geschwindigkeits(verlaufen)
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Rekonstruktion von Wegen aus Geschwindigkeiten

Geometrische Interpretation (Aufgabe a))
BR 403 (8 MW) - Halbzug

V = f (t), Ebene
V [km/h] 3% T I ;H} 1T 11 =
T—t 1

+
270 K

O T T T T 1t

f 1 1 1 LI B |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 400 420 440 460 480 500 520 540 560 580 600 620 640 660 680 700 [S]

a) Ermitteln Sie aus dem Diagramm minimale und maximale Werte fiir den
nach 100s, 200s, 300s, 400s und nach 500 s zuriickgelegten Weg.
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Rekonstruktion von Wegen aus Geschwindigkeiten

Geometrische Interpretation (Aufgabe b))

BR 403 (8 MW) - Halbzug
V = f (t), Ebene

V [km/h] 3%

1

—

g3828

8
3

o

23

®
s

L

o T

L

T T

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 400 420 440 460 480 500 520 540 560 580 600 620 640 660 680 700 1 [s]

b) Uberlegen Sie, wie sich die unter a) ermittelten Werte verfeinern lassen,

so dass die Differenzen zwischen den minimalen und maximalen
Werten kleiner werden und somit eine genauere Aussage ...
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Rekonstruktion von Wegen aus Geschwindigkeiten
Potenzial des Beispiels

» Herstellung des Bezugs zu Flacheninhalten, ohne dass dies
unmittelbar in dem Kontext der Aufgabe gegeben war

» Betrachtung von Ober- und Untersummen

» Anndherung an die Idee des Grenzibergangs:
~Verfeinerung® fihrt zu genaueren Werten, ,ideal” ware Ar — 0

» Vorbereitung einer (spateren) exakten Einflihrung des Integrals:

At—>0

t
1) = dr = lim U, = lim = 0O,
s(1) /Ov(T) 7= lim im

» Ein und dasselbe Beispiel zur Einfihrung der Differential- und der
Integralrechnung macht auf den Bezug aufmerksam.

» Ubertragbarkeit auf andere Anwendungsbeispiele
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Rekonstruktion von Wegen aus Geschwindigkeiten

Eine weitere Aufgabe zur Rekonstruktion von Wegen aus
Geschwindigkeiten

Ein Wagen, der (reibungslos) eine geneigte Ebene hinab fahrt, flhrt
eine gleichmaBig beschleunigte Bewegung aus. Wenn die geneigte
Ebene den Neigungswinkel « hat, erféahrt der Wagen die
Beschleunigung a = g - sina (g = 9,813 ist die Erdbeschleunigung).

a

» Zeichnen Sie flr o = 30° ein v-s-Diagramm und bestimmen Sie
aus dem Graphen, welchen Weg der Wagen nach 2s, 4s, 65, 8s,
10s zurlcklegt, wenn er zum Zeitpunkt r = 0 losfahrt.

» Skizzieren Sie anhand dieser Werte ein s-t-Diagramm fir die
ersten 10 Sekunden der Abfahrt.
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Rekonstruktion von Wegen aus Geschwindigkeiten

Noch eine Aufgabe

Ein Wagen fahrt eine geneigte Ebene hinab, anschlie3end bewegt er
sich mit gleichférmiger Geschwindigkeit auf einer Waagerechten,
bevor er eine andere geneigte Ebene hinauffahrt, bis er zum Stillstand
kommt. (Alle Bewegungen werden als reibungslos angenommen.) Die
Abbildung unten zeigt das v--Diagramm der Bewegung.

T m T T T T : I T
| ,v,lr,s_ ; { | — .71‘ — —

— - 3
,4:0,-*, _/V ' ﬂ—

o il2 s

» Welchen Weg hat der Wagen insgesamt (auf der ersten geneigte
Ebene, in der Waagerechten, auf der zweiten geneigte Ebene)
zuriick gelegt?

» Skizzieren Sie ein s-r-Diagramm firr die Bewegung des Wagens.
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Systematisierung: ,,Auf dem Weg“ zur Integralfunktion

Beginn einer Systematisierung

Der Zusammenhang zwischen der ,,Rekonstruktion von Bestdnden*
und (orientierten) Flacheninhalten wurde bereits deutlich.

Aufgaben zur systematischen Erarbeitung von Zusammenhéangen
zwischen Funktionen und ihren ,Flacheninhaltsfunktionen” (spéter:
Integral- bzw. Stammfunktionen):

» Geben Sie den Flacheninhalt A(x) unter dem Graphen einer
» konstanten
» proportionalen
» linearen Funktion
Uber einem Intervall [0; x] an.

» Auch Funktionen mit negativen Funktionswerten betrachten; ,ne-
gative Flacheninhalte“ thematisieren (Bezug zum Wasserablauf).
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Systematisierung: ,,Auf dem Weg“ zur Integralfunktion

» Abschatzung des Flacheninhalts unter dem Graphen der Funktion
f mit f(x) = x> Gber dem Intervall [0; 1] durch Bildung von Ober-
und Untersummen

yA

1_

1 X

EN[®Y

.
» Intervallverfeinerung, Grenzibergang(?)
» Verallgemeinerung auf Intervalle [0; xo)
> f mitf(x) =3

» Den Zusammenhang zur Ableitung erkennen Schulerinnen und
Schiler anhand dieser Beispiele erfahrungsgeman selbst.
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Didaktik der Mathematik der Sekundarstufe Il

Der Integralbegriff/ Integralrechnung

Exaktifizierung des Integralbegriffs
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Exaktifizierung des Integralbegriffs

Zusammentragen bisheriger Erkenntnisse

Funktion | Flacheninhaltsfunktion
f mit A mit

fix) =c¢ A(x) = cx

flx) = ax Alx) = $-ax?

fo) =] AE) =3

) =5 Alr) = bt

Weitere Schritte

» Thematisierung des Vorzeichens — orientierte Flacheninhalte
— besonders elementar bei konstanten Funktionen

» Bestimmung weiterer Ober- und Untersummen
— Experimente mit dem PC (z. B. Geogebra)

» Diskussion des Zusammenhangs zur Ableitung
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Exaktifizierung des Integralbegriffs

Definitionen

Eine Funktion f sei in einem Intervall [a, b] definiert und beschrankt.

¢ = [to,...,1,] sei eine Zerlegung von [a, b].
n—1

Untersumme von f bei der Zerleg. (: Sf(¢) = Z (tig1 — 1) - [inf ]f(x)
=0 XE |t
n—1

Obersumme von f bei der Zerleg. ¢: Sf(¢) = Y _ (i1 — )+ sup f(x)
i=0 XE[Z,‘,Z,'JH]

Probleme

» Warum untere und obere Grenze (inf, sup) und nicht min, max?
— fUr stetige Funktionen kein Unterschied
» Gegenbeispiele wirken flr Schiler eher ,gekinstelt*

Alternative:

Sei f eine in [a; b] definierte Funktion, die in jedem abgeschlossenen

Teilintervall von [g; b] ein Minimum und ein Maximum besitzt. . ..
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Exaktifizierung des Integralbegriffs

Exakte (und allgemeine) Definitionen von Ober- und Unterintegral:
Die untere Grenze der Menge aller Obersummen heif3t Oberintegral
(Infimum aller Obersummen).

Die obere Grenze der Menge aller Untersummen heif3t Unterintegral
(Supremum aller Untersummen).

— Erneut Infimum und Supremum

» AuBerdem:
inf bzw. sup beliebiger Ober- bzw. Untersummen schwer fassbar

» Nur ,konkrete” Zerlegungen kdnnen rechnerisch nachvollzogen
werden (sowohl endlich als auch unendlich)

Leichter nachvollziehbar:
» Beschrankung auf aquidistante Zerlegungen (in n Teilintervalle)

» Betrachtung des Grenzwertes n —
(bzw. ,riesig gro3 werdender* n)
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Exaktifizierung des Integralbegriffs

Sind Ober- und Unterintegral gleich, dann hei3t die Funktion f in [a, b]
integrierbar und der gemeinsame Wert von Ober- und Unterintegral
heif3t bestimmtes (Riemann-)Integral von f in [a, b].

» Das bestimmte Integral ist eine Zahl.
» Es wird mit folgendem Symbol bezeichnet,
b
das auf Cauchy zurtickgeht: / f(x)dx
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Exaktifizierung des Integralbegriffs

Beispiel daflir, dass Ober- und Unterintegral verschieden sein kénnen:

1 falls x rational
2 falls x irrational

Sei [a,b] = [0,1] und f(x) = {
Sei ¢ = (1,...,t,) eine beliebige Zerlegung von [0, 1].

Dann existiert in jedem Teilintervall wenigstens eine rationale Zahl und
eine irrationale Zahl.
— In jedem Teilintervall ist inf f(x) = 1 und sup f(x) = 2.

Damit ist jede Untersumme

n—1 n—1

SFC) =D (1 — ) _inf flx) = (tiy1—1)-1=(b—a)-1=1

o XEtitiy1] i—0
Analog ergibt sich fir jede Obersumme 2.

Supremum der Menge aller Untersummen ist 1,
Infimum der Menge aller Obersummen ist 2.
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Exaktifizierung des Integralbegriffs

Sind Ober- und Unterintegral gleich, dann heif3t die Funktion f in [a, D]
integrierbar und der gemeinsame Wert von Ober- und Unterintegral
heif3t bestimmtes (Riemann-)Integral von f in [a, b].

Alternative:
Sei f eine in einem Intervall [a; b] definierte Funktion, die in jedem
abgeschlossenen Teilintervall von [g; b] einen kleinsten und einen
gréBten Funktionswert hat.
Haben die Folge (U,) der Untersummen und die Folge (0,) der
Obersummen einen gemeinsamen Grenzwert, d. h.

lim U, = lim O,,

n—o0 n—o0

so heif3t dieser gemeinsame Grenzwert bestimmtes Integral der
b
Funktion f im Intervall [a; b]: / f(x)dx

» Bei dieser Definition werden bereits, ohne dies explizit zu erwah-
nen, spezielle Folgen von Unter- und Obersummen vorausgesetzt.
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Exaktifizierung des Integralbegriffs

Definition der Integralfunktion:

Sei f integrierbar Uber [a, x| fr alle x € [a, b], so heil3t
Fy:x— Fy(x) = / f(t)dt firx € [a,b]

Integralfunktion von f zur unteren Grenze a und oberen Grenze x.
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Didaktik der Mathematik der Sekundarstufe Il

Der Integralbegriff/ Integralrechnung

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
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Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Anschaulicher Zusammenhang von Ableiten und Integrieren

v

Geschwindigkeit o

Av
At

1, t,+At t

a

\ Beschleunigung

t, t,+At t

Anderungsrate a =

Av
At

Lokale Anderungsrate fir Ar — 0,

geometrische Deutung:
Tangentensteigung

Allgemein: i
Aus Bestandsfunktion F die Ande-
rungsratenfunktion f = F’ ermitteln.

Geschwindigkeits,gewinn® ~ a(r) - At
Fir At — 0: v(t+ Ar) = v(t) +a(r) - At

Rekonstruktion der Geschwindigkeits-
funktion aus den Anderungsraten

Allgemein:
Aus Anderungsfunktion f die Be-
standsfunktion F = [ f ermitteln.
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Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Zusammenhang von Ableiten und Integrieren

Zuflussgeschwindigkeit (in Liter/Minute)

Auch anhand des Beispiels
,Badewanne® |asst sich der
Zusammenhang von Ableiten
und Integrieren ruckblickend
diskutieren.

100+

2,5 Zeit (in Minuten)
— Anschauliche ,Erfahrung*: 504

Ableiten und Integrieren sind
~.Umkehroperationen®.

‘Wassermenge ¥(?) (in Liter)

» Die gleich lautende T

srechnerische Erfahrung®
sollte ebenfalls bereits

gemacht worden sein. . —
1 25 Zeit ¢ (in Minuten)
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Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Der Begriff ,Stammfunktion®

Definition:

Seien f, F Funktionen, definiert in einem Intervall [a; b].

F ist eine Stammfunktion von f in [a; b], wenn F differenzierbar in [a; ]
istund F/ = f gilt.

Satz:

Sind F;, F, Stammfunktionen einer Funktion f in einem Intervall [a; b],
dann unterscheiden sich F; und F, hdchstens um eine additive
Konstante.

» Beispiele betrachten
» Begrindung finden

» Analoge Uberlegungen ggf. vorher schon bei
wFlacheninhaltsfunktionen® anstellen
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Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Der Begriff ,Stammfunktion” Begriffe

» Eine Stammfunktion F(x /f )dx: Funktion F, deren
Ableitung f ist

» Alle Stammfunktionen: F(x /f )Jdx+c, ceR

» Bestimmtes Integral: / f(x)dxmita,b e R

» Integralfunktion: F,( /f

Untersuchen Sie diese Begriffe in Hinblick auf die Funktion F mit
F(x) =sin(x) + ¢, c € R.

— Fir welche ¢ ist F Stammfunktion?

— Fur welche c ist F Integralfunktion?
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Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Die Hauptsatze der Differential- und Integralrechnung — Singular/Plural?
Zwei (zusammenhéngende) Fragen:

1. Wie lasst sich ermitteln, ob eine Funktion f eine Stammfunktion
besitzt? Wenn ja, wie lasst sich eine Stammfunktion bestimmen?

2. Wie lasst sich eine Funktion F aus ihrer als bekannt
angenommenen Anderungsrate F’ allgemein rekonstruieren?

Zwei Antworten (Hauptsétze):

1. f sei stetig in [a; b] und es sei F,( / f(2)dt, x<b.

Dann gilt F/,(x) = f(x) fur alle x € [a; D).
— Integralfunktion ist bei stetigen Fkt. diff.obar und eine Stammfkt.

2. Sei f integrierbar Gber [a; b] und F eine belleblge Stammfkt. von f.
Dann qgilt fir a<x<b: F,( /f 1) dt = F(a)
— Best. Int. /f )dx lassen sich mithilfe einer bel. St.tkt. berechnen.
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Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

» Es lasst sich auch folgende Formulierung finden (Schulb. VuW):
Ist f stetig im Intervall [a; b] und F irgendeine Stammfunktion von
f, sogilt /bf(x) dx = F(b) — F(a).

» Dieser Teil des Hauptsatzes wird mitunter in der mathematischen
Literatur als Korollar bezeichnet.

» In der Schule spielt er jedoch die zentrale Rolle.

Schwerpunkt liegt oft einseitig auf Berechnungen, die Frage nach
der Existenz der Stammfunktion oder der Rekonstruktion einer
Funktion aus ihrer Anderungsrate gerat haufig in den Hintergrund.
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Weitere Themen, Anwendungen

AnschlieBende Themen:
» Uneigentliche Integrale

Anwendungen:
» Volumina von Rotationskdrpern

» Bogenlange

> ...
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