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Koordinatisieren

Parameterdarstellungen
Parameterdarstellungen und Gleichungen von Geraden
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Parameterdarstellungen

— Ausgangspunkt: Geraden

— Variationen der Parameterdarstellung des Einheitskreises
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Kernideen zur (analytischen) Raumgeometrie'

1. ,Drei Dimensionen in zwei einzupacken, ist eine Kunst.*

Schattenbilder eines Wiirfels:

Wann sieht der Wiirfel realistisch oder gerade nicht realistisch aus?

1 Leuders, T. (2004): Raumgeometrie: Ein Unterricht mit Kernideen. In: Der Mathematikunterricht, 50 (1-2), S. 5-28.
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Kernideen zur (analytischen) Raumgeometrie

2. ,Mit Zahlen kann man Orte finden.”

(Geographische Koordinaten, Planquadrate auf Landkarten (Grundriss
von Mannheim), Schach, Schiffe versenken, ...)

Alle Probleme der Geometrie kbnnen leicht auf einen solchen
Ausdruck gebracht werden, dass es nachher nur der Kenntnis
der Ldnge gewisser gerader Linien bedarf, um diese Proble-

me zu konstruieren.
René Descartes (1637)
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Kernideen zur (analytischen) Raumgeometrie

3. ,Der Raum ist erflllt von Bewegungsspuren.©

v

zeitliche Abhangigkeit
dynamische Aspekte
Ortslinien
Computernutzung

v

v

v

Folie 5/43



Kernideen zur (analytischen) Raumgeometrie

3. ,Der Raum ist erflllt von Bewegungsspuren.©

» zeitliche Struktur einer Bewegung
» raumliche Struktur der durchlaufenen Orte
» gleichzeitige Kodierung der raumlichen und zeitlichen Struktur

Folie 6/43



Kernideen zur (analytischen) Raumgeometrie

3. ,Der Raum ist erfullt von Bewegungsspuren.©

Was kann man mit einem Spirographen zeichnen?
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Analytische Geometrie |I: Parameterdarst., affine Geometrie

Koordinatisieren
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Koordinatisieren

» Erfahrungen mit Koordinatendarstellungen schon in der Sek. |

» Geraden als Graphen linearer (bzw. ,affin-linearer”) Funktionen

» Beschreibung von Geraden durch implizite Gleichungen (bei der
Behandlung der LGS)

» ABER: i. Allg. sind Gleichungen vorgegeben, nicht geom. Objekte

Grundlegende Strategie:
Wabhl eines problemadaquaten Koordinatensystems

YA

I )
a) Aufgabe: b) 1. Lésung: c) 2. Lésung:
Gib eine Gleichung von g an. y=0.5x+1 y=0
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Analytische Geometrie I: Parameterdarst., affine Geometrie

Parameterdarstellungen
Parameterdarstellungen und Gleichungen von Geraden
Parameterdarstellungen und Gleichungen von Ebenen
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Parameterdarstellungen

Problematisch:

Zwei unterschiedliche Auffassungen des Begriffs ,Parameter (als
,veranderbare Konstante* und als Variable)
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Parameterdarstellungen

Beschreibungen von Geraden

>

| 2

v

Graphen linearer Funktionen in der Sekundarstufe |

In der Ebene: Lésungsmengen linearer Gleichungen ax+ by = ¢
mit zwei Lésungsvariablen x und y sowie Koeffizienten a, b, ¢

Im Raum ist das komplizierter (zwei Gleichungen mit drei
Variablen)

Parameterdarstellungen sind in der Ebene und im Raum gleich:
g={X|X=A+rtn,tcR} oderkurz g: X =A+rn, teR
Wird der Parameter ,voll durchlaufen, so erhalt man die Gerade;
~dynamischer Aspekt“ der Parameterdarstellung

Parameter als Variable im Einsetzungsaspekt
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Parameterdarstellungen

Beschreibungen von Ebenen
» Ebene als Losungsmenge eines LGS mit einer Gleichung und drei
Lésungsvariablen
» Parameterdarstellung:
E={X|X=P+su+tv, s,tcR}
oder kurz
E:X=P+su+tV
mit den reellen Parametern s und ¢
» Umwandlung Parameterdarstellung <> Gleichung
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Parameterdarstellungen

Veranschaulichung der Parameterdarstellungen von Ebenen

Ebene durch afe| Pukte ’ Ebene mit Spannv‘e‘k‘tofen
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Geraden und Ebenen im Raum

Zweidimensionale Veranschaulichung von Geraden und Ebenen im
Raum: Spurpunkte und Spurgeraden

Gerade: »
g% —(=3]6[9)+ r-( 4>
Spurpunkte: ’
(31210),

(6]0]-4,5),

(0[4]4,5)

Ebene
E:30x14+35x+42x3 =210
Achsenschnittpunkte:
(71010),

(016]0),

(0]0]5)
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Affine Geometrie

Untersuchung von Lagebeziehungen zwischen Geraden, Ebenen,
Geraden und Ebenen

» Losen von LGS

» Lineare Abhéangigkeit (Kollinearitat und Komplanaritat) von
Richtungs- und Verbindungsvektoren
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Funktionales Denken im Zusammenhang mit
Parameterdarstellungen

— Ausgangspunkt: Geraden

— Variationen der Parameterdarstellung des Einheitskreises
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v

v

v

v

Intentionen

Funktionales Denken im Zusammenhang mit
Parameterdarstellungen

Vernetzungen Analytische Geometrie — Analysis
(zumindest ansatzweise)

AnknUpfen an Sekundarstufe I:
Elementargeometrie, Trigonometrie

Formenvielfalt, dsthetischer Reiz
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Parameterdarstellungen als Funktionen

Aspekte funktionalen Denkens?

Durch Funktionen beschreibt oder stiftet man Zusammenhéange
zwischen GréBen: einer GréBe ist eine andere zugeordnet . ..

Durch Funktionen erfasst man, wie Anderungen einer GréBe sich
auf eine abhangige GréBe auswirken.

v

v

v

Notwendig fur das Erfassen funktionaler Aspekte bei Par.darst.:
Auffassung geometrischer Objekte als Punktmengen?

Zuordnung t — P(r); bei Ebenen: (u;v) — P(u,v)

Aspekt Anderungsverhalten korrespondiert mit einer dynamischen
Sicht: Geraden / Kurven als Bahnkurven, Parameter — Zeit

2VOLLRATH, H.-J.: Funktionales Denken. In: JMD 10 (1989), S. 3-37.

3

Bereits hierbei bestehen erhebliche Defizite, vgl. WITTMANN, G.: Schiilerkonzepte zur Analytischen Geometrie (2003).
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Parameterdarstellungen als Funktionen

Aspekte funktionalen Denkens*

— Durch Funktionen beschreibt oder stiftet man Zusammenhange
zwischen GréBen: einer GréBe ist eine andere zugeordnet . ..

— Durch Funktionen erfasst man, wie Anderungen einer Grdfe sich
auf eine abhangige GréBe auswirken.

— Mit Funktionen betrachtet man einen gegebenen oder erzeugten
Zusammenhang als Ganzes.

» Manipulierender Umgang:® Objekt (z. B. Gerade) wird ,eingekap-
selt“ als Ganzes betrachtet und durch Aufpunkt und Richtungs-
vektor manipuliert.

» Reflektierender Umgang: Herstellung von Beziehungen zwischen
dem Objekt als Ganzem und der zugrunde liegenden Zuordnung.

4V0LLRATH, H.-J.: Funktionales Denken. In: JMD 10 (1989), S. 3-37.

5VOM HorE, R.: Uber den manipulierenden und reflektierenden Umgang mit Funktionen. In: MU 50 (2004), 6, S. 47-56.
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Parameterdarstellungen als Funktionen

Ansatze, um den Punktmengengedanken und den Aspekt funktionaler
Zusammenhange bei Parameterdarstellungen starker einzubeziehen:

(1) Konstruktion von durch Parameterdarstellungen gegebenen
Geraden als Punktmengen;

» Umkehriberlegungen: welchen Parameterwerten sind bestimmte
Punkte zugeordnet

» Vergleiche verschiedener Parametrisierungen derselben Objekte
(2) Betonung der dynamischen Sicht auf Geraden (und andere
Kurven) als Bahnkurven;

» Interpretation des Parameters als Zeit:
— Bezlige zur Beschreibung von Bewegungen in der Physik
— Computeranimationen
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Animationen - Interpretation des Parameters als Zeit

» Animationen erfordern zeitabhangige Beschreibungen von
Positionen oder anderen Eigenschaften von Objekten.

» Interpretation des Parameters als Zeit in der Parameterdarstellung
einer Geraden

P=Py+t-d
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Animationen - Interpretation des Parameters als Zeit

» Parameterdarstellungen erhalten einen Aspekt, der die
geometrische Gestalt der durch sie beschriebenen Objekte nicht
beeinflusst:

Geschwindigkeit von Bewegungen.

Beispiel:
a) P(t) = Po+t-a (teR;y) und

b) P(t) = Po+1*-d@ (teRy)
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Animationen - Interpretation des Parameters als Zeit

» Zusammensetzung (Addition) von geradlinigen Bewegungen kann
zu nichtlinearen Bahnkurven fihren.

Beispiel: Schrager Wurf

. |
P(t)=Po+7o 1+ 5§ 1
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Funktionales Denken im Zusammenhang mit
Parameterdarstellungen

— Variationen der Parameterdarstellung des Einheitskreises
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Kurven durch Variation des Einheitskreises

» Sinus und Kosinus am Einheitskreis 4 P
(Sekundarstufe I): Vel ¢
sina =y, COSQ = X4 v
» Verallgemeinerungen: & X %
x(a) = rocosa 0; 27)
y(a) = r-sina
x(a) = xy+r-cosa o € [0;27)

y(@) = yy+r-sina

» Parameterdarstellung eines Kreises mit dem Mittelpunkt im
Koordinatenursprung nach Ersetzen des Parameters:

x(t) = r-cos(2m-t

% . @m-2) te0;1) Q

y(t) = r-sin(27-1)

Die Substitution des Parameters mittels a = 2= - ¢ ist sinnvoll, wenn noch
andere GroBen durch den Parameter ausgedriickt werden sollen.
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Kurven durch Variation des Einheitskreises

Fragen zur Modifikation des Einheitskreises

1. Welche Kurve beschreibt ein Punkt, der sich um ein Zentrum
bewegt und sich dabei gleichzeitig von dem Zentrum entfernt?

2. Welche Kurve beschreibt ein Punkt im Raum, der sich um ein
Zentrum bewegt und simultan dazu seine H6he (beschrieben
z. B. durch die z-Koordinate) verandert?
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Variationen an Parameterdarstellungen von Kreisen

» Radius als Funktion des Parameters
» Archimedische Spirale

x(t) = r-t-cos(4n-1)

y(t) = r-t-sin(4n-1) t € [0;1]; r = const

t=0.82

a
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Variationen an Parameterdarstellungen von Kreisen

» ,Hbhe" (bisher konstante Koordinate) als Funktion des Parameters

» Schraubenlinie (Helix, zylindrische Spirale)

x(1)
(1)
z(t)

r-cos (67 1)

r-sin (67- 1)

h-t

t=0.46

t € [0;1]; r,h = const

*

Folie 29/43



Variationen an Parameterdarstellungen von Kreisen

» Kombination beider Variationen

» Konische Spirale

x(1)
(1)
z(t)

r-t-cos(6m-t)
rt-sin(6m- 1) t€[0;1]; r,h = const

h-t

a
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Arbeiten von Schiilern (KI. 11-12, Spezialklassen)

,-Halbquadratische Schnecke"*

Die ,halbquadratische
Schnecke® ist eine Va-
riation der Archimedi-
schen Schnecke.

Eine der Koordinaten
(hier x) hangt vom Qua-
drat des Parameters ¢
ab.

x(1) = - cos(2nt)
y(t) = t-sin(27r)

* Die Bezeichnungen in Anfihrungsstrichen wurden den Kurven von den

Teilnehmerinnen und Teilnehmern des Kurses gegeben.

Folie 31/43



Arbeiten von Schiilern (KI. 11-12, Spezialklassen)

,Sinuskreis”

Diese Kurve entsteht durch
Abhangigkeit des Radius von
sin(7).

r(t) = sin(z)

x(t) = r(t) - cos(2nr)

y(t) = r(t)-sin(271)
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Arbeiten von Schiilern (KI. 11-12, Spezialklassen)

.Blumenkurve“

Ahnlich wie beim Sinuskreis
ergibt sich hier fur r(r) die
Wertemenge {1;3}. Dadurch
entsteht die Blitenform der
Kurve.

r(t) = 2+ sin(20m1)
x(t) = r(t)-cos(2nt)
y(t) = r(t) - sin(2m7t)
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Arbeiten von Schiilern (KI. 11-12, Spezialklassen)

Ausgewahlte 3D-Kurven

Raumbhelix

Eine der einfachsten dreidimensiona-

len Kurven ist die Raumhelix (Schrau-
benlinie). Betrachtet man nur x(z), y(z)

ergibt sich ein Kreis. Dieser wird von z
z(t) = t schraubenfdrmig auseinander- 5
gezogen.

x(t) = r-cos(2-m-1)
y(#) = r-sin(2-mw-1)
(1) =t
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Arbeiten von Schiilern (KI. 11-12, Spezialklassen)

,Hyperbelschnecke*

Die ,Hyperbelschnecke® basiert auf einer Raumbhelix, die sich aufgrund
einer Hyperbel als Hillkurve um ein Hyperboloid windet.

r = h(1)
h(t) = Vi2+1
x(t) = r-cos(6mt)
y(t) = r-sin(671) z
Z(r) = ¢t
Hullkurve:
x(t) = =h(1)
o =0

Z2(r) = ¢
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Arbeiten von Schiilern (KI. 11-12, Spezialklassen)

~Kugelschnecke*

Anders als bei der ,Hyperbelschnecke® wurde hier ein Kreis als
Hullkurve verwendet.

r = h1)
W) = V1i-£
x(t) = r-cos(l4mr)
y(t) = r-sin(147t) z
zZ(t) =t
Hullkurve:
x(t) = =h(z)
yr) =0

2(r) = 1t
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Arbeiten von Schiilern (KI. 11-12, Spezialklassen)

,Ballkurve”

Eine weitere Kugel ergibt
sich, wenn man den ,Sinus-
kreis” in der dritten Dimensi-
on von cos(¢) abhangen lasst.

r(t) = sin(z)
1) = r(t)-cos(2nt)
1) = r(t)-sin(2m7t)
) = cos(t)
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Arbeiten von Schiilern (KI. 11-12, Spezialklassen)

,Kronleuchter”

Der ,Kronleuchter” ergibt

sich aus einer Raum-

helix mit Radiusfunktion
)

r(1)

t-sin(t).

1)

t - sin(

r(1)
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Arbeiten von Schiilern (KI. 11-12, Spezialklassen)
.Blumenkurve* 5

r =
Durch gezieltes Ausprobie— () = 1471407 sin(t-20-7)
ren entstand eine Kurve,
die Ahnlichkeiten zu einer *() = s(t)-cos(2-1-m)
Blite aufweist. Zu Grun-  y(t) = s(¢)-sin(2-¢-7)
de lag die zweidimensiona-  z(r) = 0.01- 2. (1+sin(20-7- 7)) P2

le ,Blumenkurve*.

Folie 39/43



Zykloiden

Welche Kurve beschreibt ein Fahrradventil,
wenn das zugehdrige Fahrrad fahrt?

Q

Der betrachtete Punkt muss nicht genau den Radius als Abstand zum Mittelpunkt haben,

sondern kann auch auf3er- oder innerhalb des ,Rades* liegen.

o
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Zykloiden

Schulertext: ,Um auf die Parameterdarstellung der Zykloide zu kommen,
muss man wissen, um welchen Winkel « sich das Rad dreht, wenn der
Mittelpunkt des Rades sich um ¢ nach rechts verschiebt. Bewegt sich der
Mittelpunkt um ¢, so muss sich auch der Umfang U = 2 - = - r um ¢ abwickeln.
t

t:%-lﬂ'-r & a(t):;
Die Parameterdarstellung der Zykloide setzt sich aus einer Kreisbewegung
und einer linearen Bewegung zusammen. ... "

... einige Fallstricke gibt es aber noch:
» Drehrichtung
» Startpunkt
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Zykloiden
Epizykloide v A
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Zykloiden
Hypozykloide
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