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Integralrechnung fiir Funktionen einer reellen Variablen

In diesem Kapitel beginnen wir mit der Integralrechnung. Die Integralrechnung wird durch

zwei verschiedene Problemstellungen motiviert:

1. Bestimmung von Ldngen, Flacheninhalten und Volumen.
Die Integralrechnung stellt Methoden bereit, mit denen man geometrische Grofien wie
Langen, Flacheninhalte und Volumen berechnen kann.

2. Losung von Differentialgleichungen.
Viele Prozesse in der Natur werden durch Differentialgleichungen modelliert. Die Auf-
gabe besteht dann immer darin, aus gegebenen Ableitungen einer Funktion die Funk-
tion selbst zu bestimmen. Dazu mufl man den Prozefl des Differenzierens ”"umkehren”.

Auch dabei hilft die Integralrechnung.

6.1 Das Riemann-Integral

Die erste Motivation fiir die Entwicklung der Integralrechnung entstand aus dem Ver-
such, Flacheninhalte und Volumen zu berechnen. Wir werden hier zunéchst das Riemann-
Integral fiir reelle Funktionen einer Variablen behandeln, mit dessen Hilfe man Flachen-
inhalte fiir Teilmengen des R? berechnen kann. In Kapitel 7?7 werden wir dann die Inte-
gralrechnung fiir Funktionen mehrerer reeller Variablen behandeln, mit deren Hilfe man
Volumen fiir Teilmengen des R? berechnen kann. Das heute so genannte Riemann-Integral
wurde in rigoroser Form von Bernard Riemann in seiner Habilitationsschrift (1854) de-
finiert. Fiir einen kurzen historischen Uberblick zur Entwicklung der Integralrechnung
verweisen wir auf das 9. Kapitel des Buches Analysis I von W. Walter.

Zunéchst formulieren wir einige Forderungen, die ein verniinfig definierter geometrischer

Flicheninhalt p(A) fiir Teilmengen A C R? erfiillen sollte:

u(A) = 0.

ACB = u(A)<u(B).

ul(a,8] x [erd]) = (b—a) - (d — c).

Haben zwei Teilmengen A, B C R? héchstens Randpunkte gemeinsam, so gilt

n(AU B) = pu(A) + u(B).

5. u(A) ist invariant gegen Euklidische Bewegungen (z.B. Drehungen, Verschiebungen,

= W o=

Spiegelungen).
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Legt man diese Eigenschaften zugrunde, so kann man den Fldcheninhalt einer Teilmenge

A C R? bestimmen, in dem man sie in Mengen ”einfacher” Form zerlegt. Z.B. kann man

e

f(x)

Mengen der Form

in Teile der Form

zerlegen, wobei die obere Begrenzungskurve durch einen Funktionsgraphen gegeben wird.

Es geniigt deshalb, den Flacheninhalt von Mengen der Form
A={(z,y) eR* |z € [a,b], 0 <y < f(a)},

zu kennen, wobei f eine nicht-negative Funktion auf dem Intervall [a, b] ist. Dies motiviert

die jetzt folgende Definition des so-genannten Riemann-Integrals.

Definition 6.1. Sei I = [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall mit a < b.

Eine Menge von Punkten P = {xg,z1,...,xn} mita =129 < ... < x, = b heifit Zerlegung
von I. I := [xg_1, x| bezeichnet das k—te Teilintervall von P und L(Iy) := x) — Tp_1
seine Lange. |P|| :== max{L(I) | k =1,...,n} heifit die Feinheit der Zerlegung P.

Fine Zerlegung P heifst Verfeinerung der Zerleqgung P (symbolisch.: P> P), falls P="P

oder P aus P durch Hinzunahme weiterer Teilungspunkte entsteht.

Definition 6.2. Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion, P = {xo,...,z,} eine
Zerlegung von [a,b] und & = (&1,...,&,) € R™ ein Tupel von Zahlen mit & € Iy fir

k=1,...,n. Des Weiteren bezeichne

=inf{f(z) |z € Iy} wund My :=sup{f(x)|x € I;}.

Dann heifst

= Z my - L(Ix) Untersumme von f bzgl. P,
P) = ZMk - L(I}) Obersumme von f bzgl. P,

S(f,P.,§): Z f(&) - L(Ix) Riemannsche Summe fir f bzgl der Zerlegung P
und der Stiitzstellen & = (&1,...,&)-
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Satz 6.1 Mit den obigen Bezeichungen gilt:

1. Sind & beliebige Stiitzstellen von P, so gilt S(f,P) < S(f,P,&) < S(f,P).
2. Fiir P> P gilt

inf f(z)-(b—a) < S(f,P) < S(f,P) < S(f,P) < 5(f,P) < sup f(x)-(b—a).

z€[a,b) z€la,b]
3. Fiir beliebige Zerlegungen P und P* gilt S(f,P) < S(f,P*).

Beweis. Die ersten beiden Aussagen folgen unmittelbar aus der Definition. Fir die 3.
Aussage betrachten wir die gemeinsame Unterteilung P:=PU P*, die eine Verfeinerung

von P sowie von P* ist, und wenden 2. darauf an. O

Definition 6.3. Wir nennen

f(z)dz :==sup{S(f,P) | P Zerlegung von [a,b]} unteres Riemann Integral

Sl—_ .

von f dber [a,b],

b
/f(x) dx = inf {S(f,P) | P Zerlegung von [a,b]} oberes Riemann-Integral
a von f tber [a,b].

Aus Satz folgt, dass das obere und das untere Riemann-Integral existieren und dass
gilt:

b
f(x)d:vg/f(x)dx.

Sl—_ .

Definition 6.4. Eine Funktion f : [a,b] — R heifit iber [a,b] Riemann-integrierbar, wenn
sie beschrdinkt ist und das obere und das untere Riemann-Integral von f dber [a,b] tber-
einstimmen. In diesem Fall nennt man

b

/b f(@)do = /b f@)do = [ fa)da

a a

das Riemann-Integral von f dber [a,b].
R(la,b],R) bezeichnet die Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen von [a,b] in R.

Wir setzen auferdem:
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/f(a:) dr =0 und

b

/f(x) dr = —/f(:z:) dz falls f € R([a,b],R).
b

a

Satz 6.2 (Riemannsches Integrierbarkeitskriterium)
Sei f:[a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Dann gilt:
f ist genau dann tber [a,b] Riemann-integrierbar, wenn zu jedem ¢ > 0 eine Zerlegung

P(e) von [a,b] existiert, so dass
S(f,P(e)) = S(f,P(e)) <e.

Beweis. (<=): Sei n € N und P, eine Zerlegung von [a,b] mit S(f,P,) — S(f,Pn) <
Dann gilt

S =

b b
0< [f@)do— [ f@)de <SP - SUP) <

Der Grenziibergang n — oo liefert die Behauptung (Sandwich-Lemma).

(=>): Sei e > 0 gegeben. Nach Definition des Supermums und des Infimums gibt es

Zerlegungen P und P von [a, b], so dass

b
f@)de — S(f,P) < wd  S(f,P) - /f(x) dr < (6.1)

Sl—_ .

N ™

Fiir die Zerlegung P* :=P U P gilt dann wegen der Riemann-Integrierbarkeit von f

b b
< (5t.7) - [s@ )+ ( [ f@)do = s(1.7)

(6.1)
g;—i—;:a O

Satz 6.3 Jede monotone Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung fiir monoton wachsende Funktionen. Den Beweis
fiir monoton fallende Funktionen fithrt man analog.

Da f monoton wachsend ist, gilt f(a) < f(x) < f(b) fir alle z € [a, b], d.h. f ist beschréinkt.
Wir priifen nun das Riemannsche Integrierbarkeitskriterium. Sei n € N. Wir wéhlen die
dquidistante Zerlegung P, := {xo,...,2n} von [a,b] mit z; = a + k - b_T“. Dann gilt
L(Iy) = ap — a1 = =2 = ||P,|| fiir alle & = 1,...,n. Da f monoton wachsend ist,

erhalten wir
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3

k=1 k=1
= (3 fw) — Flaxn)
k=1
b-ua

Fiir € > 0 existiert ein n € N so dass (f(b) — f(a))b_T“ < e. Somit folgt die Behauptung

aus dem Riemannschen Integrierbarkeitskriterium. a

Satz 6.4 Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

Beweis. Da f stetig und [a, b] kompakt ist, ist f beschrinkt. Fiir n € N sei P,, wieder
die dquidistante Zerlegung von [a,b] in n Teilintervalle. Da f stetig ist, nimmt f auf
jedem Intervall I = [z_1,z)] ein Maximum und ein Minimum an. Seien ¢y, di € I mit
flex) = min{f(x) | x € I} und f(dy) = max{f(z) | z € I}. Dann gilt

n

S(fPu) = U Pa) = D2 (Fldi) = Fle)) LTe) = (D Flde) = fler))
k=1

k=1

b—a

(6.2)

Sei nun € > 0. Die stetige Abbildung f ist auf dem kompakten Intervall [a, b] gleichm&fig
stetig (Satz 4.14). Folglich existiert ein § > 0, so dass fiir alle v, w € [a,b] mit |[v —w| < §

gilt:
€
b—a
Wir wihlen jetzt n € N so grof, dass I’_Ta < 0. Dann gilt |dy —cg| < 0 fir k=1,...,n

und aus (6.2) folgt

[f(v) = flw)] <

= E&.

S(f,Pa) — S(f,Pn) < ( - bia)b—a

k=1

n

Das Riemannsche Integrierbarkeitskriterium liefert dann wieder die Behauptung. ad

Der néchste Satz zeigt, dass man das Riemann-Integral fiir eine Riemann-intergrierbare
Funktion als Grenzwert einer beliebigen Folge von Riemannschen Summen ausrechnen

kann.

Satz 6.5 Sei f : [a,b] — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Dann gilt fir jede Folge
(Pm) von Zerlegungen von [a,b] mit lim ||Py,|| =0 und fir beliebige Stitzstellen &y, von
m—0o0

Pm:
b

[ @)= lim_ S(7.Pm).

a
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Beweis. Sei € > 0 gegeben und P* eine Zerlegung von [a, b] mit

<Q * * €

S(f,P )_E(fap ) < 57

die nach dem Riemannschen Integrierbarkeitskriterium (Satz [6.2)) existiert.

Aus Satz [6.1] erhélt man dann fiir alle Verfeinerungen P > P* und alle Stiitzstellen & von

P

/ f(z)dz — 5(f.P.€)| < (6.3)

l\D\(‘f)

Da f beschrinkt ist, existiert eine Konstante C' > 0 so dass |f(x)| < C fiir alle z € [a, b].
Die Zerlegung P* habe r Teilintervalle. Da ||Py,|| — 0, existiert ein mg € N, so dass

207 P | < g Vm > mo.

Wir betrachten nun P, mit m > myg. Seien Ji, Jo,...,Js diejenigen Teilintervalle von
Pm, die durch Punkte von P* echt zerlegt werden. Dann ist s < r. Wir fligen nun zu
den Stiitzstellen &, von P,, neue Stiitzstellen hinzu, so dass Stiitzstellen &, von P* U P,

entstehen. Damit erhalten wir mit Hilfe der Dreiecksungleichung

|S(f. P &m) = S(f, Pm UP*, &m)| < 2C " L(Jp)

< 20| Pl < 2C7||Pn] < % (6.4)
Da P,, UP* > P*, folgt aus (6.3) und (6.4))
b

SU.Prston) — [ £(a)da| < [SU.Pmse) = (P P, E)| +

a

b
+(S(f,7>m UP* Em) — /f(x) dm‘

< -+ ==

IR
IR

Dies gilt fiir alle m > mg. Somit folgt hm S(f, Pms&m) = / f(z a

Satz ist gut geeignet, um Rechenregeln fiir Riemann—Integrale zu beweisen und

Abschétzungen fiir Summen auf Abschatzungen fiir Integrale zu tibertragen.
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Satz 6.6 1. Sei f : [a,c] - R und a < b < c. Ist flap € R([a,b],R) und flp, €
R([b,c|,R), soist f € R([a,c],R) und es gilt

/Cf(a:)dxz/bf(x)dx—i-/cf(:c)dx.
a a b

2. Ist f € R([a,b],R) und [, 8] C [a,b], so ist f|,5 € R([a, B],R).

Beweis. ﬂbungsaufgabe. ad

Satz 6.7 (Rechenregeln fiir das Riemann—Integral) FEs seien f,g: [a,b] — R zwei
Riemann-integrierbare Funktionen. Dann gilt:
1. Fir alle p, A € R ist die Funktion pf + Ag Riemann-integrierbar und

b

Jut@ + rg@)do = g /b F(z) do+ A /b 9(a) da.

a a

2. Sei f<g. Dann gilt

b b
[ @< [gla)d

3. | f| ist Riemann-integrierbar und

| /b f@)de| < /b 7@ d.

4. Fiir jedes p € [1,00) ist | f|P Riemann-integrierbar.

5. Das Produkt f - g ist Riemann-integrierbar.

Beweis. Den Beweis lassen wir als Ubungsaufgabe. Man kann z.B. das Riemannsche In-
tegrierbarkeitskriterium, Satz und die entsprechenden Eigenschaften fiir Summen be-

nutzen. d

Die Definition des Riemann-Integrals rechtfertigt folgende Definition:

Definition 6.5. Sei f : [a,b] — R eine Riemann-integrierbare Funktion und 2 C R? das
Gebiet zwischen dem Graphen I'y von f und der x-Achse, d.h.

25 = {(e.y) €R? |0 < y < f(2) falls f(z) >0, f(z)<y<0 falls f(z) <O},

Dann heifst
b

Area(92f) = / ()] da

a

Flacheninhalt des Gebietes (2.
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Satz 6.8 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Sei f:[a,b] — R stetig und g : [a,b] = R Riemann-integrierbar mit g > 0. Dann existiert

/b f@)g(e)da = f0) - [ gla)do.

a

einn € [a,b] so dass

Beweis. Da f stetig und [a,b] kompakt ist, existieren m := min{f(x) | € [a,b]} und
M = max{f(z) | z € [a,b]}. Da g > 0 folgt

mg(z) < f(z)g(z) < Mg(x)  Va € [a,b].

und mit den Rechenregeln aus Satz [6.7] somit

o foon= [ ez oo

b
Sei [ g(x)dx # 0. Dann ist dieses Integral positiv und wir erhalten
a

b
[ f(@)g(x) dx
m <2 ; <M
[ g(z)dx
b
[ f(2)g(z) dz
Wir setzen p:= % Dann gilt o € [m, M| und
Jg(z)dx

b

/f z)dz = p /g(a:)dx.

a

b
Im Fall [ g(z)dz = 0 gilt die letzte Gleichung fiir ein beliebiges p € [m, M]. Da f stetig

a
ist, existiert nach dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen ein 7 € [a,b] mit f(n) = p.

Dies zeigt die Behauptung des Satzes. ad

Folgerung 6.1 Ist f : [a,b] — R stetig, dann existiert ein n € [a,b], so dass gilt
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Beweis. Dies folgt aus Satz [6.8 mit g = 1. O

Fiir stetige Funktionen f > 0 bedeutet das, dass der Flacheninhalt zwischen der z-Achse
und dem Graphen von f gleich der Flache des Rechtecks mit den Kantenléngen [a, b] und

f(n) ist.
b

Folgerung 6.2 Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion mit f >0 und [ f(z)dz = 0.
a

Dann gilt f = 0.

Beweis. Sei ¢ € (a,b). Wir betrachten Folgen (z,,) und (y,) mit a <z, < ¢ <y, < b und
Ty — €, Yo — c. Da f >0, gilt

b

og7f(x)dxg/f(x)dx:o.

a

Nach dem Mittelwertsatz existiert ein n, € [z, y,] mit

Yn
0= [ £(@)dz = Flm)on — o0).
Tn
Folglich ist f(n,) = 0. Nach Konstruktion konvergiert die Folge (7,) gegen c. Da f stetig
ist, konvergiert dann auch f(n,) gegen f(c). Folglich ist f(c) = 0 fiir jedes ¢ € (a,b). Fiir
die Randpunkte folgt dies dann wegen der Stetigkeit von f. ad

Man kann mit Hilfe von Satz [6.5] auch Riemann-Integrale berechnen:
b
Einfaches Beispiel: Berechne das Riemann-Integral / 22 du:

a

Die Funktion f : [a,b] — R, definiert durch f(z) := 2, ist stetig, also Riemann-
integrierbar. Sei P, = {xo,...,z,} die dquidistante Unterteilung von [a,b] mit z; =
a+k- bfT“. Wir wahlen die Stiitzstellen £ = (z1,...,x,). Dann gilt

S(f, Py &) = > f (i) L(Ix)

k=1
n 2 p_
:Z(a+kz-b a) b—a
P n n
_ Y
_b-a Z(a2+2ka 42, O 2“)>
n n n
k=1
2 on 3 n
=a*(b—a)+2 (b 2a) k—l—(b 3&) ZkQ
k=1 " k=1
b—a)?® n(n+1 b—a)d n+1)(2n+1
N (=) RS U TR ICTES)
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Es folgt

b
/dea:: lim S(f,Pp,&)
n—oo

1
§(b— a)g

1
= a?b — a® + ab® + a® — 2a®b + g(b?’ — 3b%a + 3ba® — a?)

=a*(b—a) +a(b—a)® +

1
= g(b3 — ag).

Dies ist eine etwas umstandliche Methode zur Berechung des Riemann-Integrals. Im néachs-
ten Abschnitt lernen wir einfachere Verfahren zur Berechnung des Riemann-Integrals ken-

nermn.

6.2 Integration und Differentiation

Wir wollen jetzt nachweisen, dass die Integration fiir gewisse Klassen von Funktionen die
Umkehrung der Differentiation ist.
Im Folgenden bezeichne I C R immer ein beliebiges beschranktes oder unbeschranktes

Intervall, das aus mehr als einem Punkt besteht.

Definition 6.6. Fine differenzierbare Funktion F' : I — R heifit Stammfunktion einer
Funktion f : I — R, wenn F' = f.

Satz 6.9 Sind F: I - R und G : I — R zwei Stammfunktionen von f: I — R, dann gilt

G = F + ¢, wobei ¢ eine reelle Konstante ist.

Beweis. Wir betrachten die Funktion G — F : I — R. Nach Voraussetzung gilt (G—F)" =
G' — F' = f — f = 0. Folglich ist G — F eine konstante Funktion, also G = F + c fiir ein
ceR. O

Wenn eine Stammfunktion von f existiert, so ist sie also bis auf eine additive Konstante

eindeutig bestimmt. Wir interessieren uns nun fiir die Ezistenz von Stammfunktionen.

Satz 6.10 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung - Teil 1)
Sei f: I — R eine stetige Funktion und a € I. Wir definieren die Funktion F': I — R

durch das Riemann-Integral
Fz) = / F(t) dt.

Dann ist F' eine Stammfunktion von f.
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Beweis. Wir betrachten den Differenzenquotienten von F' in x € I:

z+h T z+h

F(m+h)—F(33):; /f(t)dt_/f(t)dt Z}ll/f(t)dt-

h

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (Satz existiert ein n(h) € [z,x + h]
(bzw. n(h) € [x + h,z], falls h < 0) mit

z+h

[ f@®de= s
Wegen }llin% n(h) = x und der Stetigkeit von f existert der Grenzwert
_>

oy _ o Flet+h)—F(z) _
F'(z) = lim ; = lim f(n(h)) = f(2). .

Bemerkung: Stetige Funktionen besitzen also immer eine Stammfunktionen, die durch

ihr Riemann-Integral definiert ist. Man beachte aber:

e Nicht jede Riemann-integrierbare Funktion besitzt eine Stammfunktion. Die Funktion
f:[-1,1] - R mit
1 falls z € |—1,0],
f@) = {2 falls z € EO, 1}]
ist Riemann-integrierbar, besitzt aber keine Stammfunktion. Eine stetige Funktion
F:[-1,1] = R mit F'(z) = f(x) fir alle z # 0 hétte ndmlich die Form

x+c falls z € [-1,0],
F(x) =
2r +c falls x € (0,1],

fur eine Konstante ¢ € R. Eine solche Funktion F' ist aber in 2 = 0 nicht differenzierbar.
2-

Ly

T'r

e Esgibt auch Funktionen, die Stammfunktionen besitzen, aber nicht Riemann-integrierbar
sind. Wir betrachten dazu die Funktion F':[0,1] CR — R

{mQSinle € (0,1],

T
F(z):=
(=) 0 =0

F ist auf [0, 1] differenzierbar, aber f := F” ist auf [0, 1] nicht beschréinkt (Ubungsauf-
gabe).
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Satz 6.11 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechung - Teil 2)
Sei f: I — R stetig und F : I — R eine Stammfunktion von f. Dann gilt fir alle a,b € 1:

b
/f(a:) dx = F(b) — F(a).

t
Beweis. Wir betrachten die Funktion Fp : I — R mit Fy(t) := [ f(z)dz. Fp ist eine
a

b

Stammfunktion von f mit Fy(a) =0 und Fy(b) = [ f(z)dz. Fur die Stammfunktion F
a

gilt dann F' = Fj + ¢ fiir eine Konstante ¢ € R und folglich

b

F() ~ Fla) = Fo(b) ~ Fola) = Fo(t) = [ f(x)da
a O

b

Bezeichnung: Man setzt: F(x)| := F(b) — F(a). Die Formel aus Satz[6.11|schreibt sich

a

b
. Deshalb wird haufig die folgende Symbolik fiir

b
dann in der Form: /f(x) dx = F(x)
die Stammfunktion F' von f benutzlEI:
/ F(@)ds = F(z) auf .

Man nennt

/f(x) dr  unbestimmites Integral von f,

b
/f(:r) dr  bestimmites Integral von f.

f heit Integrand, x Integrationsvariable, [a,b] das Integrationsintervall, a und b die untere

bzw. obere Integrationsgrenze.

In der folgenden Liste stellen wir einige wichtige Grundintegrale zusammen. Der Beweis

erfolgt durch Ableiten der Stammfunktion.

! Diese Bezeichnung ist etwas problematisch, da die Stammfunktion nur bis auf eine Konstante eindeutig

bestimmt ist. Man merke sich deshalb, was mit dieser Symbolik gemeint ist.
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Wichtige Grundintegrale:

1
(1) /xo‘dx: 2Tt fiir o € R mit a # —1.

Dies gilt fiir nicht ganzzahlige o € R auf I = (0, 00), fiir o € Ny auf R
und fiir @« € Z mit o < —1 auf I = (—o00,0) U (0, 00).

(2) /idm = In |z| auf (0,00) und (—00,0).

(3) /e‘w dx =

(4) /cosxd:c =sinz, /sin:cdx = —coszx auf R.

SHN

-e®™  fiir a € R mit a # 0, auf R.

(5) /coshxdac = sinhz, /sinh:rdx = coshzx auf R.

1
(6) / T2 dr = arctanx auf R.
x

1 1
(7) /1_x2dx—21n

dr = In(x + v/2? + 1) = arsinh(z) auf R.

1+2x artanh(z) auf (—1,1)

1—=x

arcoth(z) auf (—oo,—1)U (1, 00) .

1
® | 7=
dx = arcsin(x) auf (—1,1).

=

1 arcosh(z) auf (1,00)
(10)/dx:ln|x+\/ﬁ\= :
VaZ -1 —arcosh(—z)  auf (—oo,—1)

Wir beweisen jetzt die beiden wichtigsten Rechenregeln fiir Integrale, die partielle Inte-

gration und die Substitutionsregel.

Satz 6.12 (Partielle Integration)
Seien g, f : I — R stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt fir alle a,b € I:

b

5 b
[ r@ga)ds=— [ f@g@dn + f@)].

bzw. fir die unbestimmten Integrale

/fmm@wz—/}@mmmm+f@mw af I.

Beweis. Fiur F := f-g gilt nach der Produktregel fiir Ableitungen F' = f'-g+ f-g'. Die
Linearitat des Integrals und der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert
dann fur alle a,b €
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Satz 6.13 (Substitutionsregel)
Sei ¢ : I — R stetig differenzierbar und f : J = ¢(I) — R stetig. Dann gilt fir alle

c,del
d

o(d)
[remewa= [ s an
¢ é(c)

Ist ¢ zusdtzlich streng monoton, so existiert die Umkehrfunktion ¢=' : J — I und es gilt

fir alle a,b e J
~1(b)

b ¢

[t@de= [ rewe
@ ¢~ 1(a)

(Formale Regel: Man substituiert © = ¢(t), setzt formal de = ¢'(t)dt und dndert die

Integrationsgrenzen entsprechend).

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass wegen der Stetigkeit von ¢ mit [ auch J = ¢(I) C R
ein Intervall ist (Zwischenwertsatz). Sei nun F': J — R eine Stammfunktion von f. Dann
gilt fiir F'o ¢ : I — R nach der Kettenregel fiir Ableitungen

(Fog)(t)=TF(t) ¢'(t) = f(e(t) - ¢'(t)  Vtel

Nach Satz folgt fir ¢,d € I:

d #(d)
/f(eb(t))qﬁ/(t) dt = (F o ¢)(d) — (F o ¢)(c) = F(¢(d)) — F(¢(c)) = / f(z)dz.
c #(c)

Wenn ¢ streng monoton ist, so ist ¢ injektiv und ¢ : I — J somit bijektiv. Folglich
existiert die Umkehrfunktion ¢! : J — I. Fiir gegebene a, b € J kann man also eindeutige
bestimmte ¢,d € I finden mit ¢(c) = a und ¢(d) = b. Die 2. Behauptung folgt dann aus

der ersten. a
Bemerkung: In der unbestimmten Form schreibt sich die Substitutionsregel als

/ F(o(0)6 (1) dt = / F(a) de ot I

r=o(1)

bzw. im Fall, dass die Umkehrfunktion ¢! existiert als



6.2 Integration und Differentiation 15
/ f(z)dz = / FloO)d 0 de| - b T,

Beispiel 1: Sei f : I — R eine stetig differenzierbare Funktion ohne Nullstellen auf I.

Dann gilt
f'(@)

=In|f(z)| aufl.

Dies sieht man durch Ableiten der Funktion auf der rechten Seite oder durch die Substi-
tution y = f(x), dy = f'(z) dx

f’ () dy
‘ —ln|y]|y:f($) =In|f(x)| aufI.

.’B

So ist zum Beispiel

3 /
/tanajdm:/smxcm:—/cos Y da == —In(cosx) auf(—g,g).

COS T COS T

Beispiel 2: Berechnung von I,(z) := /sin"(:ﬂ), n € Np.
Fir n = 0,1 gilt:
Ip(x) =2 und I1(z) = —cosz.

Fir n > 2 leiten wir mittels partieller Integration eine Rekursionsformel her:
I(z) = /sm ) - cos'(z)
partnt._ sin" () - cos(x / — sin” ) - cos(z) dx
=  —sin" Y(z)-cos(z) + (n—1) /sinnz(x) (1 —sin*(z)) dz
=  —sin" (z)-cos(z) + (n— DI o(x) — (n—1)I(z).

Daraus erhalt man die Rekursionsformel:

n—1

I(z) = ! -sin" " (z) - cos(x) +

I,_o(x) fur n > 2.
n

Fir J,(z) := / cos"(z) dx berechnet man analog

1 -1
In(z) = - cos" () - sin(x) + nTJn_g(x) firn > 2

mit Jo(x) = z und Jp(z) = sin(x).
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A T™ + ap12™ V. 4 a1z + ap

dx:
bpx™ + b1z 4+ ... 4+ bz + by v

Beispiel 3: Integrale rationaler Funktionen /

Solche Integrale werden mit Hilfe der Partialbruchzerlegunﬂ berechnet. Dabei stellt man

i i 3 o amZMtam_12™ M a1 ztag . .
die rationale Funktion R(x):= R T W Sy als Summe einfacher Funktio-

nen, die sogenannten Partialbriche, dar. Im folgenden beschreiben wir dieses Verfahren

zunéchst fiir komplexe rationale Funktionen und spezialisieren es anschliefend auf den

reellen Fall.

1. Komplexe Partialbruchzerlegung

Sei @ € Clz] ein komplexes Polynom vom Grad n > 1, d.h.
Q(2) :=bp2" + by 12" 1+ b1z + by

mit bg,b1,...,b, € C und b, # 0. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat Q n
komplexe Nullstellen und ldsst sich in komplexe Linearfaktoren zerlegen:

Sind &1, ..., & die verschiedenen komplexen Nullstellen von @ und vy, . .., vy ihre jeweilige
Vielfachheit, dann gilt

Q(z)=bp(z—=&)" - (2 —&) ... (2= &)

Satz 6.14 (Partialbruchzerlegung komplexer rationaler Funktionen)
Seien P,Q € C[z] kompleze Polynome mit deg(P) < deg(Q). @ habe die verschiedenen
Nullstellen &1, ..., &, mit der jeweiligen Vielfachheit vy, ... ,vp. Dann existieren eindeutig
bestimmte Konstanten Aj1, Aja, ..., Aj,, € C fiir j € {1,...,k}, so dass
k
Aju,;

P(z) _ Aji 4 Y z
_Z <(2’—§j) * (z — &)? et (z_gj)uj) Vzd {&,.., 8} (6.5)

Jj=1

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber deg(Q).
Ind.—Anfang: Sei deg(Q) = 1. Da nach Voraussetzung deg(P) < deg(Q), hat P den Grad
Null. Es gilt also P(z) = ap und Q(z) = b1z + by = b1(z — &1) mit & = —Z—(l’. Daraus folgt

Plz)  a _ An
Qlz) hz—&) z2-&

fiir die eindeutig bestimmte Zahl A;; := ‘;—f.

Ind.—Schritt: Wir setzen voraus, dass die Behauptung fiir alle rationalen Funktionen

R= g mit deg(@) < n — 1 gilt und zeigen sie dann fiir rationale Funktionen R = g mit

deg(Q) = n:
Sei &1 eine Nullstelle von @) mit Vielfachheit v1. Dann kann man die Linearfaktoren
(2 —&1)"* abspalten und erhélt Q(z) = (2 — &1)"* - S(z), wobei S ein komplexes Polynom

vom Grad n — vy mit S(&;) # 0 ist. Sei a := ISD((S)) Dann gilt

2 Den Beweis der Sitze und m haben wir in der Vorlesung nicht vorgefiihrt.
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P(2) a P(z) —a-S(z)
- _ V1 = _ V1 ’ (*)
Qz)  (z—&) (z—=&)" - 5(z)
Nach Definition von a ist gilt P(&1) —aS(&1) = 0, d.h. & ist eine Nullstelle des Polynoms
P —aS. Ist P—aS =0, so folgt aus (x) sofort die Induktionsbehauptung. Ist P — aS # 0,
so kann man den Linearfaktor (z — &) abspalten, d.h. es gilt P(z) —aS(z) = (z — &)S(2)

fiir ein Polynom S. Es folgt

P(z) » a S(z)

Qe G-t &) T80

Das Nennerpolynom im zweiten Summanden hat den Grad n — 1 und als seine Nullstellen

kommen alle Nullstellen von @ vor, wobei & mit Vielfachheit v; — 1 auftritt. Das Zahler-
polynom S im zweiten Summanden hat den Grad < n — 1. Nach Ind.—Voraussetzung
kann man die rationale Funktion im zweiten Summanden entsprechend der Behauptung
des Satzes zerlegen mit eindeutig bestimmten Koeffizienten Ajy. Ay, := a ist ebenfalls

eindeutig bestimmt. a

2. Reelle Partialbruchzerlegung

Sei @ € R[z]| nun ein reelles Polynom vom Grad n > 1, d.h.
Q(x) = bpa™ + b1z 4.+ bt + by

mit by, b1,...,b, € R und b, # 0. Dann tritt mit jeder echt komplexen Nullstelle £ von Q)
auch die konjugiert-komplexe Zahl £ als Nullstelle mit der gleichen Vielfachheit auf. Aus

0=Q«&) =bpl™ + by 12" ...+ 01& 4+ by

folgt namlich durch Konjugieren

0= Q&) = bul™ T by T+ ... + b€+ by = b€ + by 18" 4.+ b€ +bo = QD).
Das quadratische Polynom (z — &)(x — &) ist dann reell und reell-irreduzibel, da
(x =&z =8 =" = (§+ o+ £ = 2" — 2 Re(§) + [¢[*
=22 + px +q,

. .. . . . 2
wobei fiir die Koeffizienten p und ¢ gilt Z- — ¢ = Re(£)? — |£]* = —Im(£)* < 0.
Sind Aq, ..., As die reellen Nullstellen von ) mit der jeweiligen Vielfachheit p1, ..., us und
£,&1,...,&, & die echt komplexen Nullstellen von @ mit der Vielfachheit vy, vy, ..., vy, Uy,

so hat die (komplexe) Linearfaktorzerlegung von Q(x) die Form
Q) =bp(x =AM - (= A (2= &) (=) (= &) (= &)

Wir fassen die Produkte (z—&;)(z—&;) zu einem reellen Polynom zusammen und erhalten

die reelle Faktorzerlegung von Q(z):

Q) =bp(z — M) - .- (1 — )M - (932 +pz+q)t ... (x2 + o+ g ).
— —

reell—irreduzibel reell—irreduzibel
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Satz 6.15 (Partialbruchzerlegung reeller rationaler Funktionen)
Seien P,Q € R[z] zwei reelle Polynome mit deg(P) < deg(Q) und sei

Q(x) =bp(x — M) oo (T — Ag)He - (562 +pzt+q)t . (x2 +prz+ g )"
—_— —_—
reell—irreduzibel reell —irreduzibel

die reelle Faktorzerlegung von Q(x). Dann ezistieren eindeutig bestimmte reelle Zah-
len Aj17Aj2, N AjHj f’LLT’ j = 1, ey S, und Bgl,ng, c. ,Bg,,é, Cgl, ng, PN ,ng f'LLT (=
1,...,7, so dass fir alle x € R mit x & {\1,...,As} gilt:

P(;(;) _ 5 Ajl AjQ Ajﬂj
Q) ‘Z<<x—m T T <:c—Aj>w>

j=1

i zT: ( Bpx+ Cp n Bpax + Cia T By, x + Cyy, > (6.6)
=\ (@ +pew+q) (2 + pex+ q)? (2 + pex + qo)"t

Beweis. Wir machen zunéchst die komplexe Partialbruchzerlegung wie in Satz und

stellen gg; als Summe komplexer Partialbriiche nach Formel (l dar. Es existieren also

eindeutig bestimmte komplexe Zahlen Ajy,..., A, und ag, ..., ap,,be, - - bey,, so dass
fir alle z € Rmit = & {A1,...,As} gilt

s

P(x) Ajp Ajo Ajp,
Q@) ‘Zl ((xm e <xAj>w>

aga Alp,
+Z<x—@ <x—&>2+'“+<x—&>w> (6.7)

bey bea bey, >
+Z<x—§z ($—5)2+"'+($—5)’” '

Da P(z) und Q(z) reelle Polynome sind, gilt gg; = gg; fur alle z € R mit Q(z) # 0.
Dies liefert

_ P(z) Plx) < Ajy, — o <aek—bwc bek—aek>
Q) Q) ZZ (@ = +Z:1kz:1 (x—ff)kJr(x—@)k

7=1k=1

fiir alle z € R mit Q(z) # 0. Wegen der Eindeutigkeit der Konstanten in der komplexen

Partialbruchzerlegung (der linken Seite 0 = ?z)) folgt Ajp = Aji, also Aj;, € R, und

ber, = Qg

Wir fassen in 1} nun noch die komplexen Partialbriiche vom Typ +

o (z 5)’“

zu

reellen Partialbriichen zusammen:

o« a_ _a(z-— OF +a(x — &)k . S(x)
(x=OF  (z—&F (22 + px + q)* (@2 + pr 4 q)F

wobei S(z) ein reelles Polynom von Grad < k ist. Ist £ = 1, so hat dieser Bruch bereits

die gewiinschte Form. Ist k > 1, so teilen wir S(z) durch (22 + pz + ¢) mit Rest:

S(x) = S1(z)(z* + pr + q) + (D12 + Ey)
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und wiederholen dies ggf., d.h.,

a n a B S (:L‘) Dix + Eq
(=% " (z—6F (22+pr+qFt  (22+px+q)F
Sa(z) Doz + Es Dix + Ey
(@2 +pr+ g2 (@2+pr+oht (22 +pr+)*
o D,z + FE, Dox + Fo Dix + E4
(@2 4+pr+q) = (2+pr+Fl (22 +pr+q)F
Damit erhalten wir die Behauptung des Satzes. ad

Methode zur Berechnung der Koeffizienten in der Partialbruchzerlegung:

(z)

Sei R(x) := % eine reelle rationale Funktion mit der Partialbruchzerlegung aus
Satz Wir multiplizieren Gleichung mit dem Nennerpolynom Q(z) und erhalten

daraus eine Polynom-Gleichung;:
P(zx) = Polynom ...

Das Polynom auf der rechten Seite enthélt die gesuchten reellen Zahlen A, By und Cy in
seinen Koeflizienten. Der Koeffizientenvergleich fiir beide Polynome liefert ein Gleichungs-

system flir diese Zahlen, das man eindeutig losen kann.

. . . 3_ 2
Beispiel: Partialbruchzerlegung von R(z) := %

Es gilt Q(z) := 2* — 623 + 1022 = 22(2? — 62 + 10). Q hat A\; = 0 als doppelte reelle
Nullstelle. Der letzte Faktor ist ein reell-irreduzibles quadratisches Polynom. Der Ansatz

fiir die Partialbruchzerlegung von R(x) lautet somit:

A B Cx+ D

R(x)_;+ﬁ+x2—6x—l—10

flir eindeutig bestimmte reelle Zahlen A, B, C, D. Multiplizieren wir diese Gleichung mit
Q(x), so erhalten wir die Polynom-Gleichung

323 — 927 + 142 + 10 = Az(2? — 62 + 10) + B(2? — 6z + 10) + Cz® + Da?
= (A+ 0)z* 4+ (-=6A+ B+ D)2 + (10A — 6B)z + 10B.

Der Koeffizientenvergleich liefert das Gleichungssystem
3=A+C, -9=-6A+B+D, 14=10A-6B, 10=10B

mit der Losung A =2, B =1, C =1, D = 2. Die Partialbruchzerlegung lautet somit:

2 1 T+2

Ra)=_+ 5+ o s
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Anwendung auf die Berechnung der Integrale rationaler Funktionen

Seien P, @ € R[z] reelle Polynome und I C R ein Intervall, das keine Nullstellen von @
enthalt. Wir wollen das Integral

P(x)
/Q(m) dx aufl

berechnen. Dazu gehen wir folgendermaflen vor:

a) Ist deg(P) > deg @, so dividieren wir P durch @ und erhalten

P(x) Py(z)
= Pi(x) + ,
aw ~ T g
wobei Py, Py € R[z] reelle Polynome sind und deg(P,) < deg(Q) gilt.

b) Wir zerlegen 22((;)) in Partialbriiche nach Satz [6.15]

c¢) Es bleibt nun, die Integrale der auftretenden Partialbriiche auf I zu berechnen.
Wir geben die relevanten Stammfunktionen an, die man aus den Grundintegralen nach
geeigneter Substitution erhélt. In den folgenden Formeln sei £k € Nmit k > 1, A\,p,q €
R und q — % > 0.

/(xi)\) dr =In|x — A (Subst. y =z — \).

1 1 1
/(J:—A)kdm:_k—l'(x—x)k—l (Subst. y = 2 — ).

z+p/2

/ 3 ! dr = ! -arctan ——— (Subst. y = +p/2 ).
2+ prtq q—p*/4 q—p?/4 q—p?/4
25[)+p 2 ..
—————dr=In|z" + pxr + nach Beispiel 1).
/(1‘2 Fpz+q) | pz +q| ( piel 1)
2 +p 1 1
———dr = — . Subst. y = 22 + px + q).
/($2+m+q)’“ k=1 (2% +px+q)F! ( Y pe+aq)

Das noch fehlende Integral

S S,
(2 + pr + )"

fihrt man mit Hilfe der Rekursionsformel

1 1 2k — 3 1
[P —— i
(y2 + 1)k (2k—2) (y2+1)k1  26—2 [ (y2+41)k1

schrittweise auf den arctan zuriick.

Fiir das obige Beispiel erhalten wir mit diesen Formeln:

323 — 922 4 142 + 10 2 1 )
dr= | 2d 4 __rTE g
/ x4 — 623 + 1022 . /:L' x+/$2 $+/m2—6$+10 v

1 1 2% — 6 1
o —— = [ =0 s [ g
njz| :v+2/a:2—6a:—|—10 T /x2—6x+10 o

1 1
=2In|z| - —+ §ln]:1:2 — 6x + 10| + 5 arctan(z — 3).
x
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Wir betrachten nun noch zwei weitere Anwendungen des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung, die man zur Approximation von Funktionen bzw. von Integralen
benutzen kann. Zunéchst erhalten wir eine weitere Formel fiir das Restglied in der Taylor-
entwicklung einer (n + 1)-mal stetig differenzierbaren Funktion, die wir in Abschnitt 5.4.

bereits angekiindigt hatten.

Satz 6.16 (Integralform des Restgliedes in der Taylorentwicklung)
Sei f: I — R eine (n+ 1)-mal stetig differenzierbare Funktion, xo € I und

1 T (n) T
f(x) = f(zo) + f/(wo)(x — xo) + / é! 0) 4+ fn(|0)

=Ty (f,x0)(x) n-tes Taylorpolynom von f in o

(x—x0)? +..

(x —z0)" + Ru(f,x0)(x)

die Taylorformel n-ter Ordnung von f in xg auf I. Dann gilt fir das Restglied Ry, (f,xo)(x)

1 T
Ro(f.0)(@) = o [ =077 (0)at.
A
Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch vollstandige Induktion iiber n € Np.

Induktionsanfang: Fiir n = 0 ist die zu beweisende Formel
Rolf.a0)(@) = f(a) = flao) = [ (0t
o

gerade der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.
Induktionsschritt: Wir setzen voraus, dass die Behauptung fiir ein beliebiges aber festes

n € Ny gilt und beweisen sie fiir (n + 1):

Rp1(f,z0)(x) = f(z) — Tt (f, o) ()

(n+1) (o
= @) = Tulfuaw) o)~ L5 (@
FU (o)

= Ru(f,w0)(x) — (x — o)™ 1. (6.8)

(n+1)!
Fiir das n-te Restglied R, (f,xo)(x) erhalten wir aus der Induktionsvoraussetzung

T

Ru(f z0)@) = % (2 — )" F D (1) it
e d _ \n+1
= [ () oo
partint.(x =)Dy e L nt1 p(n+2)
i * m0+(n+1)!/(m—t)+f T2 (t) dt
. (n+1)
N (THl— 1)! /(x — TR ) de 4 f(n + (1$)?) (& — o)™,

o

Mit folgt dann die Induktionsbehauptung. ad
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In den meisten Fallen lédsst sich das Integral einer Funktion nicht durch elementare Funk-
tionen ausdriicken. Das tritt bereits auf, wenn man z.B. die Lénge einer Ellipse berechnen
will. In diesen Féllen hilft Satz das Integral zu approximieren. Der folgende Satz
erlaubt es, den Fehler bei Approximation des Riemann-Integrals durch Tapezsummen ab-

zuschétzen.

Satz 6.17 (Trapez-Regel)
Sei f : [a,b] = R eine 2-mal stetig differenzierbare Funktion, K := max{f"(¢) | £ € [a,b]}
das Mazimum von f" auf [a,b], Py, = {x0,z1,...,2n} die dquidistante Zerlegung von [a,b]

i n Teilintervalle und

b—a <~ (f(2r) + f(2r1)) Ly
Tolf) === 5
n
k=1

die Trapezsumme von f zur Schrittweite b_Ta’.
Dann gilt T(f)

b

1 L
/ f(x) dx o nh—)ngo %(f) a4 =X Iy X2 €3 b=y
mit der Fehlerabschatzung
/ (b—a)®- K 1
J— a .

Beweis. 1. Die Darstellung des Riemann-Integrals als Grenzwert der Trapez-Summen

7.(f) wurde in Ubungsaufgabe 6 (Analysis 2) bewiesen.

2. Fiir die Fehlerabschatzung betrachten wir zunachst einen Spezialfall und zeigen:

Ist g : [0,1] — R eine 2-mal stetig differenzierbare Funktion, so existiert ein & € [0, 1] mit

1

- 50"(€), (6.9)

N |

1
[ o)z = (60 + 90) - 39"(€) = Tilo)
0

Sei dazu ¢ : [0,1] — R die Funktion 1(z) := (2 — 2?). Dann gilt 1) > 0, ¢(0) = ¥ (1) = 0,

¢/ (z) = 1 — 2 und ¢”(x) = —1. Mit partieller Integration folgt

1

1 1
[o@'@de "2 - @@ s + v @)
0 0

1
= —/g(:p) dx + f(g(l)—kg(o))- (6.10)
0
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Aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (anwendbar wegen ¢ > 0) folgt andererseits
die Existenz eines £ € [0, 1] mit

1 1 1
[o@g'@ o= [v@rde = 59" [@-aDde = 5O G1)
0 0 0

Aus (6.10) und (6.11) folgt die Behauptung (6.9).

3. Wir beweisen nun die Fehlerabschéatzung des Satzes. Fiir die Teilungspunkte der aqui-

distanten Zerlegung P, = {xo,z1,...,2,} gilt zx =a+ k- . Sei h := . Dann folgt
mit der Substitution ¢ : [0,1] = [zr_1, zk],

¢k(t) =xp_1+1t-h,

unter Benutzung von Schritt 2.:

b n

/f(x)d:n _ f: 7f(x)dx Subst. /lf hdt = 1S /l(w)(t)dt
0 0 =g

2 k=1, =1 k=1

. flze) + fzr—1) 1 7
= h;( 5 = - ﬁ(fo¢k) (5k)>
- % Y (f o) (&)

k=1

= Ta(f)

fir gewisse & € [0,1]. Aus der Kettenregel fiir die Ableitungen folgt

(foon)'(t) = f' (k) - 9k(t) = f'(k(t)) - h
(fodr)"(t) = f"(or(t)) - W%
Folglich gilt:

b

[H@de = T = | s | < 351 ene))|
s k=1 k=1

< hj’ nK = w . i

- 12 12 n?

Eine andere Moglichkeit, Integrale ndherungsweise zu berechnen, besteht darin, den Inte-

granden zu approximieren.

Definition 6.7. Sei (f,) eine Folge von Funktionen f, : I — R und f : I — R eine
weitere Funktion. Man sagt:

i) (fn) konvergiert punktweise gegen f (Bez: fn, — f), wenn le fu(x) = f(z) fir alle
rel,
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i1) (fn) konvergiert gleichmdf$ig gegen f (Bez: f, = f), wenn fir alle e > 0 ein ng € N

existiert, so dass
|f(z) — falx)] <€ Vn>ng und Vzel.

Die gleichméfiige Konvergenz von (f,,) ist stiarker als die punktweise Konvergenz. Sie be-
deutet, dass die Zahlenfolge (f,(z)) fiir jedes € I mit der ”gleichen Geschwindigkeit”
gegen f(x) konvergiert. Dies hat wichtige Eigenschaften der Grenzfunktion f zur Folge.

Satz 6.18 Sei (f,) eine Folge stetiger Funktionen f, : I — R, die gleichmdf$ig gegen
f I — R konvergent. Dann ist die Grenzfunktion f ebenfalls stetig.

Beweis. Sei xg € I beliebig fixiert. Wir zeigen, dass f in z¢ stetig ist. Sei ¢ > 0. Da (f,)

gleichméaflig gegen f konvergiert, existiert ein ng € N mit
]fn(x)—f(x)\<§ Vn>ng,Vael.
Die Abbildung f,, ist in z¢ stetig, folglich gibt es ein 6 > 0, so dass
| fro(@0) = fro ()] < g Vel mit|zg— x| <0.
Fir alle z € I mit |zg — 2| < § erhalten wir damit

[f (@) = fzo)| < [f(@) = fuo (2)] + [fro (2) = o (€0)] + [fno (z0) — f(0)]

< t4i4i-=-
373 3" °

Somit ist f in xg € I stetig. ad

Beispiel 1: FEine nicht gleichmdflig konvergente Funktionenfolge.

Seien f,, : [0,1] — R die stetigen Funktionen f,(x) := x". R
(fn) konvergiert punktweise gegen die Funktion
. 0 falls 0<x<1 It
f(z) == lim fy(z) = f2
n—00 1 falls =1 fi fs
fa
f ist in 1 nicht stetig (insbesondere ist (f,) nicht
gleichméBig gegen f konvergent). ] ®
Beispiel 2: Gleichmafige Konvergenz von Potenzreihen.
o0
Sei f(x):= > an(x—1x0)" eine reelle Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius R > 0
=1
N
und py(z) :== > ap(x — xp)™ ihre N-te Partialsumme. Dann konvergiert die Folge (py)
n=0

auf jedem abgeschlossenen Intervall [zg — r, xo + 7] mit 0 < r < R gleichméBig gegen f.

(Man sagt dann, dass die Potenzreihe f(z) auf [xg — 7, xo + 7] gleichmdfig konvergiert.
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o0
Beweis. Sei 11 eine reelle Zahl mit 0 < r < 71 < R. Dann ist f(zo +71) = > anry
n=0

konvergent, die Folge (a,,r}) somit eine Nullfolge und insbesondere beschriankt. Sei C' € R

mit |a,r}| < C fir alle n € Nyg. Dann gilt fiir alle « € [zg — 7,20 + 7]

lan(x — z0)"| = |anr]] - w <C (T) —CP" mith:= ¢ (0,1).
Ty 1 1
Daraus folgt fiir alle z € [xg — r, 20 + 7]:
@) =pn(@)] = | Y anlz—20)"| < Y lanlz —20)"]
n=N+1 n=N+1
- 1
< C- Z " = C-oN T (GW geometr. Reihe) .
n=N+1 1-¢

Da (#V*1) eine Nullfolge ist, existiert fiir jedes € > 0 ein Ny € Ny, so dass
|f(z) —pn(z)| <€ VN > Ny und z € [zg — r, 20 + 7],

(pn) konvergiert somit auf [zg — r, o + r| gleichméfig gegen f. O

Satz 6.19 (Vertauschbarkeit von Limes und Integral)
Sei (fn) eine Folge stetigeﬁ Funktionen f, : |a,b] — R, die gleichmaf$ig gegen eine Funk-
tion f : [a,b] — R konvergiert. Dann ist f Riemann-integrierbar und fir das Riemann-

Integral gilt:
b

b b
/f(x) dx:/nh_)rgofn(x) dr = lim [ f.(x)dz.

n—oo
a

Beweis. Da (fy,) gleichméaBig gegen f konvergiert, ist f stetig und somit Riemann-

integrierbar. Nach Definition existiert zu beliebig gegebenem & > 0 ein ng € N, so dass

f(z) — fu(2)] < ﬁ Vn>ne und Yz € [a,b]. (6.12)
Wir approximieren die Riemann-Integrale durch Riemannsche Summen.
Sei Py, = {zg, x1,...,2m} die dquidistante Zerlegung von [a, b] in m Teilintervalle und &,
das Stiitzstellentupel &, = (1, x2,...,Zy). Dann gilt fiir die Riemannschen Summen
" b—a
|S(f, Py &m) — S(fry Pms&m)| = Z(f(xk:)*fn(xk)) : m
k=1
“ b—a
< 3 If@r) = falan)l -
k=1
F12) ¢ 5
— = (b-a)=- 6.13

3 Dieser Satz gilt auch allgemeiner fiir eine Folge gleichm#Big konvergenter Riemann-integrierbarer Funk-

tionen. Die Grenzfunktion ist dann auch Riemann-integrierbar.



26 6 Integralrechnung fiir Funktionen einer reellen Variablen

fiir alle n > ng und m € N. Da die Riemannschen Summen von f bzw. f, gegen die

jeweiligen Riemann-Integrale konvergieren (Satz(6.5]), existiert ein mo € N und ein m;(n) €

N, so dass
b
| [@de S P <5 ¥z mg (6.14)
und ¢
b
\ /fn(x) dz — S(fn,Pm,fm)( < % Vm > mi(n). (6.15)

Fir alle n > ng folgt aus (6.13]), (6.14) und (6.15) mit einem beliebig gewahlten m >

max(mg, mq(n)):

b b b
| [1@do= [ fu@rds] < | [ £(a)dn = SO P + S P ) = S P +
b
+‘S<fnapm>§m> - /fn(w) dl“
< tH4i=c

33 3
Dies zeigt die Behauptung des Satzes. ad
Als Spezialfall erhalten wir
Satz 6.20 Ist f(x) = > an(x — x0)"™ eine reelle Potenzreihe mit positivem Konvergenz-

n=0

radius R > 0 und v : [c,d] — R eine stetige Funktion mit Bild im Konvergenzintervall
(xo — R,x0 + R) von f. Dann gilt:

d d 0o 0o d
[ tw@rde= [ S antw(o) = w0 de =3 an [((0) - w0 at.
c . n=0 n=0 p

Beweis. Da 1) stetig ist, ist 1([c,d]) ein abgeschlossenes Intervall in Konvergenzintervall
von f, d.h. es existiert ein 0 < r < R so dass ¢([c,d]) C [xo—r,x0+7]. Bezeichne (py) die
Partialsummenfolge von f. Da (py) auf [zg — 7, 20 + 7| gleichméBig gegen f konvergiert,
konvergiert auch p,, o ¢ auf [c, d] gleichméBig gegen f o . Dann folgt die Behauptung aus
Satz 0

27
Beispiel: Berechne das Integral [ = / V1—Fk%cos?(t) dt fir 0 <k <1.
0

Dieses Integral konnen wir nicht durch elementare Funktionen ausdriicken (es gehort zu
den sogenannten elliptischen Integralen). Wir werden es bei der Berechnung der Léange

einer Ellipse wiedertreffen.
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Wir geben I durch Reihenentwicklung des Integranden an. Wir betrachten die Funktion
f(x) = /1 + 2. Dann ist der Integrand von I gegeben durch f o mit () = —k? cos®(t).
In Kapitel ?? haben wir die Taylorentwickung von f um xg = 0 bestimmt (Beispiel 5,
Abschnitt 5.5) und dabei die Binomialreihe B 1 () erhalten: Es gilt

(x) Ve (—1,1).

1
2

f(:z:):\/m:;(i)x”:B

[sINIE
=l

Nach Definition ist ( ) =1 und ( ) = % Fir n > 2 berechnet man

n n! AL 1-2-...-n
.1-3-5-...-(2n—3)
2:4-6-...-(2n)

Aus Satz folgt damit:

<5)_;~<;—1>-<;—2>-...~<;—<n—1>> 1 1-(1-2)-(1—4)-...-(1=2(n—1))

= (-1

I= 7\/1 —k%2cos?(t)dt = 72 <i>( 1)k cos?™(t) dt
0 0 "=
= nio%) (i) (=)™ - 07r(3032"(15) dt - k"

6.3 Uneigentliche Riemann-Integrale

Bisher haben wir das Riemann-Integral fiir Funktionen iiber abgeschlossenen Intervallen
definiert. Wir wollen die Integraldefinition jetzt auf offene, halb-offene bzw. unendliche

Intervalle ausweiten.

Definition 6.8. Fine Funktion f : [a,b) C R — R mit a < b < 400 heif§it uneigent-
lich Riemann-integrierbar, wenn f|, q fir alle abgeschlosssenen Intervalle [a,s] C [a,b)

Riemann-integrierbar ist und der Grenzwert

s

b
/f(m) dx = hl?, f(x)dx

existiert.
Eine Funktion f : (a,b] C R — R mit —oo < a < b heifit uneigentlich Riemann-
integrierbar, wenn f|sy fir alle abgeschlossenen Intervalle [s,b] C (a,b] Riemann-

integrierbar ist und der Grenzwert
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s—at

/bf(x)d:c = lim /bf(x)dx

existiert.
FEine Funktion f : (a,b) € R — R mit —c0 < a < b < +oo heifit uneigent-

lich Riemann-integrierbar, wenn f|,, fir jedes abgeschlossene Intervall [s,t] C (a,b)

b o
Riemann-integrierbar ist und die uneigentlichen Riemann-Integrale / f(x)dx und / f(x)dx
a

Zo
fiir ein o € (a,b) existieren. Wir definieren dann

/bf(:c) dr = ?f(x)dac—l—/bf(x) dz.

zo

(Dies ist unabhdngig von der Wahl von xg.)

Die Rechenregeln fiir Riemann-Integrale (Linearitit, Monotonie, Aufspaltungseigenschaft,. . .)

iibertragen sich mit Hilfe der Grenzwertsatze fiir Folgen auf die uneigentlichen Integrale.

Beispiel 1: Die Gamma—Funktion

Die Gamma-Funktion I" : RT — R ist definiert durch
o0
I'(z):= /tx_le_t dt.
0
Wir zeigen, dass das uneigentliche Integral I'(z) fiir jedes z € RT existiert:
(1) Fiir t > 0 gilt 0 < t*le™t < +*~1 Fiir 0 < o < 1 erhalten wir damit

T a x xr

1 1
1,1 1 1
0</txletdt</t‘”1dt:tl" % 2
T

(0% (0%

Da die Funktion g(a) = fi t*~le~tdt fiir @ — 0% monoton wachsend und durch %

beschrankt ist, existiert der Grenzwert

1 1
lim [ * e tdt = / t*~le=t qt.
0

a—0t
o

(2) Esgilt t*~le ! = tze—:l .1 . Da tlim tjl = 0, existiert ein M > 0, so dass
—00

~

et < Vi > M.

Tl =

Daraus folgt fiir alle 8 > M
B B

1 15 1 1 1
1 tdt</dt——’ = — — < —.
/ S A the =M B M
M M
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B

Da h(B) = [t*"letdt fir B — oo monoton wachsend und durch ﬁ beschrankt ist,
M

existiert der Grenzwert

B )
lim [ t* le tdt = /tx_le_t dt.
B—00
M M
Folglich existiert
0o 1 M
/tx_le_tdt: lim [ t* e dt+/t$—1e—t dt+ lim [ t*7te7tdt = I'(x).
a—07t B—00
0 a 1 M

Die Gamma-Funktion spielt eine wichtige Rolle in der Zahlentheorie und der komplexen
Analysi Es gilt z.B. I'(n) = (n — 1)! fiir alle natiirlichen Zahlen (Ubungsaufgabe), d.h.
die Gamma-Funktion setzt die Fakultiten auf R* fort. Man findet auch 7 in der Gamma-
Funktion wieder. Es gilt: I'(3) = /7. Wir benutzen dies, um das in der Stochastik wichtige

Integral tiber die Gaufische Glockenfunktion f(x) := e~ zu berechnen.

oo
Beispiel 2: Das Gauf3-Integral / e dy = NZE

—00

Mit Hilfe der Gamma-Funktion berechnen wir mit der Substitution t = 22, dt = 2zdz:

o0 oo oo
1 1 1 /1
/e"’ﬁ2 d:c:/etdt: /téetdt: fp(,) — ﬁ
2/t 2 27 \2 2
0 0 0

Da die Gaufische Glockenfunktion eine gerade Funktion ist, folgt fiir das GauB3-Integral

o0 o0

/eIQdaj—Z/eIde—ﬁ.

—00 0

Als Anwendung des uneigentlichen Riemann-Integrals beweisen noch wir ein Kriterium

fiir die Konvergenz von Reihen:

Satz 6.21 (Integral-Vergleichskriterium fiir Reihen)

Sei f: [ng,00) — R eine monoton-fallende, positive Funktion, wobei ng € No. Dann gilt:

Z f(n) konvergiert — <— /f(x) dx  ezistiert.

n=ng no

Im Full der Konvergenz gilt
02 Y s~ [ 1@ds < fono)
n=ng "o

* Wichtige Eigenschaften der Gamma-Funktion werden z.B. im Buch von O. Forster: Analysis 1, 11.

Auflage, § 20, bewiesen.
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Beweis. Sei n € N beliebig mit n > ng. Da f monoton fallend ist, gilt f(n) > f(z) >
f(n+1) fir alle x € [n,n + 1]. Aus der Monotonie des Integrals folgt

n+1 n+1 n+1

:/f(n)d:v > /f(m)d:c > /f(n+1)dm:f(n+1).

n

Daraus folgt fiir die N-te Partialsumme der Reihe

N+1 N+1
/ f(z)dz > Z fn+1) Z f(n
n=n, n=ng n=ng+1

Die erste Ungleichung zeigt Behauptung =, die 2. Ungleichung zeigt Behauptung <.

Aulerdem gilt im Fall der Konvergenz
S 1) — flne) < /f yar < S 1)
n=mno n=no

und damit die Abschétzung. O

6.4 Geometrische Anwendungen des Riemann-Integrals

Wir werden die Integralrechnung jetzt benutzen, um die Lange von Kurven sowie Flachen-
inhalte ”komplizierterer” ebener Gebiete zu bestimmen.
Zunachst erinnern wir an einige Kenntnisse aus der Vorlesung Lineare Algebra und ana-

lyitsche Geometrie I. R™ bezeichnet wie liblich die Menge der n-Tupel reeller Zahlen
R" :={(x1,22,...,2n) | zpr € Rfir k=1,...,n}.

Auf dem Vektorraum R” ist das Euklidische Skalarprodukt (-, -) und die Euklidische Norm
| - || definiert. Fiir Vektoren = = (x1,z2,...,%n), ¥y = (Y1,Y2,- -, Yn) € R™ ist

(z,y) = x1y1 + T2y2 + ... + TpYn,

ol := V{w,2) = \Ja? + 2} +... +a2.

Es gilt die Dreiecksungleichung ()

lz+yll <=l +llyl  V&,yeR",
sowie die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung (CSU)
Kzl <=l -llyll  Va,yeR™

Der Winkel £(z,y) zwischen zwei Vektoren z,y € R™ \ {0} ist die eindeutig bestimmte
Zahl « € [0, 7] mit
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(z,y)
=l - lyll

Legt man in der Ebene, dem 3-dimensionalen (oder hoher-dimensionalen Raum) ein kar-

Cosx =

tesisches Koordinatensystem fest, so kann man sie ebenfalls durch R?, R? (bzw. R") be-
schreiben, indem man jedem Punkt seine kartesischen Koordinaten zuordnet.

In gesamten Abschnitt [6.4] bezeichnet I wieder ein Intervall, das aus mehr als einem Punkt
besteht.

6.4.1 Parametrisierte Kurven und ihre Lange

Wir verwenden einen Kurvenbegriff, der in der Kinematik wurzelt. Er ist die mathema-
tische Abstraktion der Bewegung eines Punktes in der Ebene R? oder im Raum R3, die
durch die Angabe des Ortes «y(t) zum Zeitpunkt ¢ beschrieben wird.

Definition 6.9. Fine parametrisierte Kurve im R™ ist eine Abbildung v : I — R™ mit

telr—(t) = (n(t),22(t), ..., m(t)) €R",

deren Komponentenfunktionen v, : I - R, k=1,...,n, stetig sind.

v : I — R"™ heifit differenzierbar (stetig differenzierbar, ... ), wenn jede der Komponenten-
funktionen ~y die entsprechende Figenschaft hat.

Die Elemente von I heifien die Parameter von ~y. Die Bildmenge I' :== ~(I) C R™ nennt
man auch die Spur von . v heifit dann eine Parametrisierung der Menge I' C R™ .

Statt parametrisierter Kurve sagen wir auch kurz nur Kurve.

Bei unserem Kurvenbegriff interessieren wir uns also nicht nur fiir die Spur der Kurve im

R™, sondern auch dafiir, wie die Kurve durchlaufen wird (z.B. mit welchem Zeitplan).

Beispiel 1 Geraden im R"
Sei L C R"™ eine Gerade, p,q € L zwei verschiedene Punkte

und v := ¢ — p der Verbindungvektor von p nach ¢. Eine v
q
Parametrisierung von L ist gegeben durch v : R — R™ mit
P
Y(t):=p+t-v.
Beispiel 2 Der Kreis vom Radius r

Sei K, := {(z,y) € R? | 22 + y?> = r?} der Kreis vom Radius 7. Man kann ihn auf ver-

schiedene Weise parametrisieren:

v(t) := (rcost,rsint), t € [0, 2], ~(t)

i
§(t) := (rcost,—rsint), te€|0,2x], /
n(t) := (rcos2t,rsin2t), t €[0,2n], \

I
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sind drei verschiedene Parametrisierungen des Kreises, die verschiedene Durchlaufeigen-

schaften beschreiben.

Beispiel 3 Die Ellipse mit den Halbachsen a und b
)

(1)
/I
d

Sei E := {(z,y) € R? | & + ¥ = 1} die Ellipse mit

)

b

den Halbachsen a,b > 0. Die Kurve /‘
\\0

v(t) :== (acost,bsint), t e [0,27],

ist eine Parametrisierung von FE.

Beispiel 4 Die Hyperbel
Sei H := {(z,y) € R? | 22 — y?> = 1,z > 0} die Hyperbel. ‘ ~(t)

. sinh(t) g= = = =
Die Kurve |
|

v(t) := (cosht,sinht), teR, 0 1 COSh(t),

ist eine Parametrisierung von H.

Beispiel 5: Die Schraubenlinie

Wir betrachten die Schraubenlinie 7 : R — R3, gegeben durch
v(t) := (rcost,rsint, 5-t), teR,

wobei r € R* und ¢ € R Konstanten sind. Die Spur von v schraubt

sich mit konstanter Ganghohe ¢ um den Zylinder vom Radius r.

Beispiel 6: Fin Funktionsgraph 4

Sei f: I — R eine stetige Funktion und
'\w{%m)) r,
kann man offensichtlich durch die Kurve { -

Iy = {(z, f(z) € R2 | « € I} ihr Funktionsgraph. I'y

l: x OM a
7<x) = (.%',f(.%’)), rel,

parametrisieren.

Das Bild einer Kurve v : [0,1] — R? kann ein ganzes Quadrat ausfiillen (Peano-Kurven).
Beispiele dafiir findet man in K. Konigsberger: Analysis I, Kapitel 12, Aufgabe 14, oder
in H. Sagan: Space-Fiilling Curves. Solche (pathologischen) Fille wollen wir ausschliefen.
Wir setzen deshalb im Folgenden voraus, dass unsere Kurven v : I — R" nicht nur stetig,
sondern differenzierbar sind. In diesem Fall konnen wir auch Tangenten an Kurven und

Winkel zwischen Kurven analytisch beschreiben.
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Definition 6.10. Sei v : I — R" eine differenzierbare Kurve. Dann heifit

V() = (), 95(1), - ()
Tangentialvektor von v im Parametert € I. Die Kurve v heifst im Parametert € I regular,

wenn ' (t) # 0. v heift requlir, wenn sie in jedem Parameter requldr ist.

Wir definieren fiir Folgen im R™ den folgenden Konvergenzbegrift:

Definition 6.11. Eine Folge (:L’m = (Tm1, Tm2, -, xmn));O:l konvergiert gegen
z = (z1,22,...,%n), wenn die Folge der Komponenten (xmi)oe_, gegen zj konvergiert, d.h.
lim z,, =z = lim =2 VEke{l,...,n}.
m—0o0 m—0o0

Dann gilt fiir den Tangentialvektor:

Y (t) = lim (it + h})L —(t)

Ist 7/(t) # 0, so beschreibt die Gerade

Tangy :=v(t) + R -+ (¢)

die Tangente von v im Parameter t.

Sie entsteht als Grenzgerade der Sekanten Sek:(h) durch v(t) und (¢t + h) bei h — 0:
Seky(h) :==~v(t) +R- 1

Sind v und ¢ zwei regulare differenzierbare Kurven, die sich im Punkt p € R™ schneiden,
d.h. p=(to) = d(s0), dann versteht man unter dem Schnittwinkel von v und 6 im Punkt
p den Winkel zwischen den Tangentialvektoren +/(¢p) und ¢’(so):

(v (t0), 0" (s0))
17 (o)l - 116" (s0)

Um die Lange einer Kurve v : I — R™ zu definieren, benutzen wir die geometrische

Ap(7,0) == £(7/(to),d'(s0)) = arccos

Intuition. Bereits im Altertum haben Mathematiker den Kreisumfang berechnet, in dem
sie ihn durch einbeschriebene reguliare n-Ecke approximiert haben. Fiir allgemeine Kurven
kniipft man an dieses Verfahren an.

Sei P = {to,t1,...,tm} eine endliche Menge von Teilungspunkten des Intervalls I mit

to <t1 <...<tm. Ist I =]a,b], so setzt man ty = a und t,, = b.
Dann beschreibt

L(v,P) = > Iv(tr) = v(te1)|
k=1

die Lange des durch die Zerlegung P defi-
nierten Sehnenpolygons durch die Punkte

V(to),v(t), - - y(Em)-
Ist P > P, so folgt aus der Dreiecksungleichung fiir die Norm || - ||, dass L(y,P) > L(v, P).
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Definition 6.12. Fine Kurve v : I — R" heifst rektifizierbar, wenn die Menge der Ldingen

aller einbeschriebenen Sehnenpolygone beschrdankt ist. In diesem Fall nennt man
L(v) :=sup{L(v,P) | P endliche Zerlegung von I}
die Ldnge von .

Ist v rektifizierbar und I = I; U I eine Zerlegung von [ in zwei Teilintervalle, so sind 7|,

und |7, ebenfalls rektifizierbar und es gilt

L(v) = L(y|n,) + L(V|1,)-

Nicht jede differenzierbare Kurve + : [a, b] — R™ ist rektifizierbar (ein Beispiel werden wir
in den Ubungen sehen), aber stetig differenzierbare Kurven sind dies immer und ihre Lénge
kann man mit Hilfe des Riemann—Integrals berechnen. Um dies zu beweisen, machen wir
zunachst eine Vorbetrachtung.

Sei f : [a,b] — R™ eine Stetigeﬂ Abbildung mit den Komponenten f = (f1,..., fn)-
Dann ist ||f|| : [a,0] = R ebenfalls stetig. Wir definieren das Riemann-Integral von f

komponentenweise durch

b b

/f(w)dx = ( /bfl(x)dx,...,/fn(x)dm).

a a

Satz 6.22 Sei f : [a,b] — R"™ stetig. Dann gilt

b b
| [ f@ ] < [1res

Beweis. Fiir den Beweis benutzen wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung.
Sei v := fff(:z:) dr =: (vi,...,v,) € R". Dann gilt:

n b b o, b
o> = (v,0) = S v [ fule)de = vk fol@)de = [ (v, f(2)) da

k=1 a
csSUu ; ;
< [l 1@ = ol [ @) da.

Ist v = 0, so ist die Behauptung des Satzes offensichtlich erfillt. Ist v # 0, so teilen wir
durch ||v]| # 0 und erhalten die Behauptung. 0

Satz 6.23 Sei vy : [a,b] — R"™ eine stetig differenzierbare Kurve. Dann ist vy rektifizierbar
und es gilt

b
L) = [ IVt

5 d.h. alle Komponentenfunktionen seien stetig
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Beweis. (1) Wir zeigen zuerst, dass f |7/ (t)]| dt eine obere Schranke fiir die Langen aller

einbeschriebenen Sehnenpolygone ist. Insbesondere ist v dann rektifizierbar.

Sei P = {to,t1,...,tm} eine beliebige Zerlegung von [a, b]. Dann gilt

3 bt st =3 | / oy
k=1 k=1

/ Hlldt = /\h )| .
Insbesondere gilt

b
L(v) := sup{L(vy,P) | P Zerlegung von [a,b]} < /||7'(t)|| dt. (6.16)
(2) Wir zeigen nun, dass in (6.16|) Gleichheit gilt. Wir betrachten dazu die Hilfsfunktion
€+ Ja, b = [0, L()];
0(t) :== L (Yl{a,g) = sup{L (V]ja,9: P) | P Zerlegung von [a, t]}.

Sei t € [a,b), h > 0 und ¢t + h € [a,b]. Wir wenden (6.16) auf | ;45 an und erhalten

t+h gamma(t+h)
vt +h) = Ol < L (Vee4n) < / 19/ (s)| ds.
t

gamma(t)

Wegen
L (Viga+n) = L (Vige+n)) = L (Viagg) = €t + h) = €(t)
folgt dann
) — h t+h .
y(t+ H 0t + / 1 _
| < b L [ i@lds = T (F(+ ) - F)),
wobei F' die Stammfunktion von ||4'|| bezeichnet. Durch Limesbildung hhm ergibt sich
—0t
. A+ h)—L(1)
‘B £ lim —F——2 < F'(t) = |7 (#)]].
@l < tim EFEZID < gy = )
Also gilt
. At+h) —L(1) ,
1 = )|
Jim LW ZEO )
Auf analoge Weise zeigt man
. A(t+h)—L(1) ,
1 = t)].
i A I @]

Also ist ¢ differenzierbar und es gilt ¢'(t) = ||7/(¢)||. Damit erhalten wir

b b
waw@—aw—mw—/wwﬁ—/mwmw
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Bemerkung:
1. Sei I C R ein offenes, halboffenes oder unbeschrinktes Intervall mit den Grenzen a

und b, —o0o < a < b < 400, und v : I — R eine stetig differenzierbare Kurve. Dann
b

ist v genau dann rektifizierbar, wenn das uneigentliche Riemann-Integral [ ||+/(¢)]| dt
a

existiert. In diesem Fall gilt wie fiir abgeschlossene Intervalle L(~y f IIv/(¢)|| dt. Ist der

Grenzwert des uneigentlichen Riemann-Integrals +oo, so sagen er ~ hat unendliche
Lange.

2. Man nennt ~ : I — R” stiickweise stetig differenzierbar, wenn ~ stetig ist und es
endlich viele Teilungspunkte a =ty < t] < t2 < ... < t,,, = b des Definitionsbereiches

I gibt, so dass 7| ) stetig differenzierbar ist. Dann gilt

(te—1,tk)

k=1

kltkl

Beispiel 1: Kreisumfang, Linge eines Kreisbogens
Wir betrachten den Kreis vom Radius r, parametrisiert durch = : [0, 27] — R? mit y(t) :=

(rcost,rsint). Dann ist
v (t) = (—=rsint,rcost) und 17 @) = .

Folglich erhalten wir fiir die Lange

2

L(v) = /rdt =271 sowie L(|jo,) =1
0

Beispiel 2: Linge der Schraubenlinie
Wir betrachten die Schraubenlinie v : [0, 27] — R3, gegeben durch «(t) = (r cost, rsint, ct).

Dann ist

v (t) = (—rsint,rcost, c) und IV @) = Vr?+ 2

Folglich erhalten wir fiir die Lange der Schraubenlinie bei einer Umdrehung

L(y) =27V r? + 2.

Beispiel 3: Umfang der Ellipse
Wir betrachten die Ellipse E := {(x,y) € R3 | 2—2 + z—; = 1}, wobei a,b € RT. Es

gelte a > b. Sei k? := 1 — Z—i < 1. Wir parametrisieren die Ellipse E durch die Kurve

v :[0,27) — R2 mit y(t) = (acost,bsint). Dann gilt

v(t) = (—asint,beost) und ||y ()] = Va2sin®t + b2 cos? ¢
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und wir erhalten

27 5 27
L(vy) = a/\/sin2t+ %cos%dt = a/ \/mdt.
0 0
Das Integral hatten wir in Abschnitt 6.2. mittels Reihenentwicklung berechnet. Es folgt

- Xl /1-3:5-...-2n—1)\* 1 "
L(v)_%a-(l—zlk 2-4-6-...-(2n) > o1 kQD

n—=

Beispiel 4: Ldnge eines Graphen
Sei f : [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion und I't := {(z, f(z)) | « € [a,b]}
ihr Graph. Wir parametrisieren I'y durch v : [a,b] = R? mit v(z) := (z, f(z)). Dann gilt

V() =@, () wd Y (@) =1+ [ ()

Folglich ist die Lange

b
L(¥) :/\/1 + f(x)? d.

Wir haben die geometrischen Eigenschaften Tangente, Schnittwinkel, Lange einer Kur-
ve mit Hilfe ihrer Parametrisierung erklart. Man kann eine Spurkurve I" natiirlich auf
verschiedene Weisen (z.B. mit unterschiedlicher Geschwindigkeit) durchlaufen. Sinnvoller-
weise sollten sich ihre geometrischen Eigenschaften bei Umparametrisierung nicht &ndern.

Wir werden uns in einer Ubungsaufgabe davon iiberzeugen, das dies tatséchlich so ist.

6.4.2 Flacheninhalt ebener Gebiete

In diesem Abschnitt wollen wir Methoden herleiten, mit den wir den Flacheninhalt ”kom-

plizierterer” ebener Gebiete berechnen kénnen.

Definition 6.13. Eine Kurve v : [a,b] — R? heifit

e geschlossen, falls v(a) = ~(b).
e cinfach, falls v : (a,b) — R? injektiv ist.

Eine einfache, geschlossene Kurve v : [a,b] — R? heifit positiv-orientiert, falls sie entgegen

dem Uhrzeigersinn durchlaufen wird.
Sei nun v : [a, b] — R? eine einfache, geschlossene und positiv-orientierte Kurve:

n=2 Gamma=Im gamma

Omega

gamma(a)=gamma(b)
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{2 bezeichne das von I' := Im(y) umschlossene Gebiet. Wir geben nun eine Formel an,

mit der man den Fliacheninhalt von (2 mit Hilfe der Randkurve berechnen kann.

Satz 6.24 Sei v : [a,b] — R? eine einfache, geschlossene, positiv-orientierte, (stiick-
weise) stetig differenzierbare Kurve und sei 2 C R? das von I' := Im(vy) umschlos-
sene Gebiet. Weiterhin seien z,y : [a,b] — R die Koordinatenfunktionen von =, d.h.,
~v(t) =: (x(t),y(t)). Dann gilt fir den Flicheninhalt von §2:

b b
Area(Q) = — / o0 (1) di. 7L / V(D)2 (t) dt
b

— 5 [ G ® - o' w) a

a
Beweis. 1) Wir betrachten zundchst Kurven -, deren Spur aus zwei zur y-Achse parallelen
Strecken und zwei Bogen, die Graphen von Funktionen f; und fo mit 0 < fi; < fs sind,
besteht.

A
. f1f2
f_1(x)
gamma(t_|1) N/—\/\ gamma(a)=gamma(b)
v Omega A
/\/_\/ gamma(t_3)
gamma(t |2)
f 2(x)
x_1 x_2 "
Nach Definition des Riemann—Integrals ist
T2 To
Area(@) = [ fi)da [ (o) e ()
1 1
Fiir die obige Kurve v(t) = (x(t),y(t)) gilt
(z(t), fr(z(1)), t € [a,ti]
(z1,9(1)) s t € [t1,t2]
(z(t), y(t)) =
(@(t), f2((t))), 1t € [ta, 3]
\(‘r27y(t))7 t e [tg,b]

Die Substitution z = z(t), de = 2/(t)dt mit x1 = z(t1) und z9 = x(a) liefert fiir das erste

Integral in ()

72f1(x) dar:/afl(x(t)) L (t) dt = —/y(t)m’(t) "
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Analog ergibt sich mit x = z(t), de = 2/(t)dt sowie x; = x(t2) und zo = z(t3) fiir das

zweite Integral in ()

7f2(ar) dr = / y(t)a'(t) dt.

Damit ergibt sich insgesamt

ty i3 b
Area(2) = — /y(t)x/(t) dt—i—/y(t)x’(t) dt | = —/y(t)x’(t) dt,

da x(t) = const fir ¢ € [t1,t2] und t € [t3,b].

2) Wir betrachten nun den allgemeinen Fall. Zunéchst sei die Kurve - stetig differenzierbar.

g A

KS geeignet legen

Beh.: Man kann {2 in eine endliche Zahl von Gebieten zerlegen, die die Form aus 1) haben.
Um das einzusehen, legen wir das Koordinatensystem so, dass I im positiven Quadranten
liegt. Sei E die y-Achse. Der Abstand des Punktes 7(t) zur y-Achse E ist dann gegeben
durch

x(t) = dist(E,~(t)).

Da das Intervall [a,b] kompakt ist, hat z : [a,b] — R* nur endlich viele kritische Werte.
Wir zeichnen in diesen Punkten, wie im Bild dargestellt, die zu E parallelen Geraden. Dann
zerlegt sich (2 in Gebiete der Form 1). Ist namlich 2/(¢) # 0, so ist 2’ > 0 oder 2’ < 0. Daher
ist x(t) zwischen den kritischen Punkten von z : [a,b] — R™ streng monoton wachsend
oder streng monoton fallend. Deshalb existiert dort eine Umkehrfunktion ¢ = #(x) und
das entsprechende Teilstiick von v kann man als Graph der Funktion f(x) := y(t(x))

darstellen:
Y1) = (z(t),y(1)) = (x(t), f(=(t))).

Nun konnen wir die Flache von (2 leicht berechnen:



40 6 Integralrechnung fiir Funktionen einer reellen Variablen

Area(2) = Z Area (£2;)
i=1

t1 b to t3
- —( / y(t)z' (t) dt + / y(t)2' (t) dt + / y(t)2' (t) dt + / y(t)x' (t) dt + )

wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, dass alle Parameterabschnitte [¢;, t;11] genau
einmal auftreten. Ist v nur stiickweise stetig differenzierbar, so zeichnen wir durch die

”Ecken” von v zusatzliche parallele Geraden zu E und schlieen dann analog. a

Folgerung 6.3 Ist die Randkurve v in Polarkoordinaten gegeben, d.h., gilt

(1) = r(t)e'?V = (r(t) cos p(t), (1) sin o (t)),

S0 1St 1

Area(R) = / P2 (1) d.

Folgerung 6.4 (Leibnizsche Sektorformel)
Das Gebiet {2 sei begrenzt durch die Strahlen Lo und Lg mit den Winkeln o bzw. B zur
x-Achse, 0 < o < B < 27, und eine durch Polarkoordinaten beschriebene Kurve r = r(p),

wobei der Winkel ¢ € [, §] beim Durchlauf durch die Kurve streng monoton wdachst.
Dann gilt R r(phi)e* phi
L_alpha

Area(2) = = /r2(g0) dep. ‘ amma(t_1)

>
.

gamma(a)=gamma(b)

Beweis. Wir parametrisieren die Randkurve von 2 durch ~(t) = r(t)e?®), t € [a, b],

a, t € la,ti]
p(t) = p(t), te [t to]
B,  telty,b
Aus Folgerung [6.3] erhalten wir
to
1 2 /
Area(§2) = 5/ (1) (t) dt.
t1

Wir substituieren ¢ = ¢(t), dp = ¢'(t)dt. Da (t) auf [t1,t2] streng monoton wachsend
ist, existiert eine Umkehrfunktion ¢ = (). Somit kdnnen wir r in Abhéngigkeit von ¢

darstellen, r = r(¢), und erhalten insgesamt
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Area($2) =

N | =

5
/7"2(90) dep.

Beispiel 1: Fldcheninhalt einer Ellipse

Sei {2 die von einer Ellipse mit den Halbachsen a

b eichung
und b eingeschlossene Flache. K hi
Wir parametrisieren die Ellipse durch die Kurve .
~(t) = (acost,bsint) =: (z(t),y(t)) mit ¢ € [0, 27].

Dann ist nach Satz [6.24]

2 2
Area(f2) = ;/ (z()y'(t) — y(t)2'(t)) dt = ;/ab- (COS2 t + sin? t) dt = wab.
0 0

Beispiel 2: Flicheninhalt der Sternkurve (Astroide)

Ein Kreis vom Radius r = % rolle auf der Innenseite eines Kreises vom Radius R entlang.

Der Weg, den der feste Punkt P wahrend des Rollens zuriicklegt, wird Astroide genannt
und ist bestimmt durch die Gleichung 23 + y% — R3. Wir konnen die Astroide parametri-
sieren durch v : [0, 27] — R mit v(¢) := R (cos® ¢, sin®¢). Dann folgt fiir den Fléicheninhalt
des Gebietes {2, das durch die Astroide begrenzt wird
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27
1
Area(§2) = §R2 / (cos3 t-3sin®t-cost + 3cos’t - sint - sin® t) dt
0
27
3
= §R2 sin? t cos® ¢ (cos2 t + sin? t) dt
0
5 27 5 27 1 9
= RQ/(sintcost)2 dt = R2/ <sin2t> dt
2 2 2
0 0
5 21
= §R2 /sin2 2t dt, x = 2t,dx = 2dt
0
5 F 3 ; 3
= 16R2/sin2$dw = 1—6R2 . 8/sin2mdw = §7TR2.
0 0

——

ol

Beispiel 8 Die Archimedische Spirale
Die archimedische Spirale ist die in Polarkoordinaten durch r(p) = cp, mit einer Kon-

stanten ¢ € R, beschriebene Kurve. In Euklidischen Koordianten ist sie also durch

Y(p) = r(p)e'? = (cpcosp,cpsing), ¢ € [0,2n],

gegeben.

,,

Nach der Leibnizschen Sektorformel ist der Flacheninhalt des Gebietes 2

2m 2m
1 1 1, 1 4
A Q:* 2 :72 2 :72-7 3:732.
real@) =5 [ Plo)do =3¢ [ Pdo= 5 gsnd = g
0 0

6.5 Analytische Anwendung: Differentialgleichungen mit getrennten
Variablen

FEine Differentialgleichung ist eine Gleichung, die eine Beziehung zwischen einer Funktion
und ihren Ableitungen beschreibt. Auf solche Gleichungen trifft man immer, wenn man

dynamische Prozesse in der Natur mathematisch modellieren mochte.
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Definition 6.14. Se: F': U C R x R® — R eine Funktion. Dann heifst die Gleichung
y" = F(x,y,y,....y"Y) (6.17)

(gewdhnliche) Differentialgleichung n-ter Ordnung.
FEine Losung von ist eine n-mal differenzierbare Funktion f: I C R — R mit

f (@) = F(z, f(z), f'(z),..., f* V(@) Vzel

Ist zusdtzlich (xo,Y0,Y1,---,Yn—1) € U, dann heifit die Gleichung zusammen mit

den Bedingungen

y(z0) = o, ¥ (20) = Y1, .-,y 1 (20) = Yn1 (6.18)

Anfangswertproblem (AWP) n-ter Ordnung.

Fine Losung des Angangswertproblems ist eine n-mal differenzierbare Funktion f: 1 — R
mit xo € I, die die Differentialgleichung erfillt und zusdtzlich den Anfangsbedin-
gungen

f(xo) = vo, F'(x0) = y1,-- -, F 7V (20) = yn

genugt.

Man mochte nun folgende Fragen beantworten:

e Unter welchen Bedingungen an F' gibt es Losungen der Differentialgleichung
bzw. des Anfangswertproblems und ?

e Unter welchen Bedingungen an F' ist die Losung eindeutig bestimmt?

e Wie lange "lebt” die Losung (d.h. wie grof ist der Definitionsbereich I)?

e Wie kann man Losungen bestimmen?

Zur Antwort auf diese Fragen gibt es eine weit entwickelte Theorie der gewdhnlichen Dif-
ferentialgleichungen, die man wéahrend der Masterphase des Lehramtsstudiums in einer

Wahlpflicht-Vorlesung kennenlernen kann.

Beispiel 1: Die Differentialgleichung y™ = 0:
In diesem Fall ist F' = 0. Wir kennen die Losungen bereits aus Kapitel 5. Jede Losung
f:R — R ist ein Polynom hochstens (n — 1)-ten Grades, d.h.

2

f(z) = an—lxn_1 +an—2z" “+ ...+ a1z + ao, x € R.

Aus den Anfangsbedingungen f(zo) = yo, f'(z0) = y1,..., f® Y (z) = y»_1 kann man

die Koeffizienten ag, ay,...,a,—1 eindeutig bestimmen.

Beispiel 2: Die Differentialgleichung vy = c -y, mit ¢ € R konstant:
In diesem Fall ist F(z,y) = ¢+ y. Die Funktionen der Gestalt

flx)=Fk-e™, r € R,
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mit einer Konstante k£ € R, l6sen offensichtlich die Differentialgleichung. Es gibt keine
anderen Losungen: Ist namlich g : R — R eine weitere Losung, dann gilt fiir die Funktion
h:R — R mit h(z) :=g(z) e

B (x) = ¢ (z)e™ — cg(z)e™ = cg(x)e™* — cg(x)e™ " =0 VzeR.

Folglich ist die Funktion h konstant, d.h. es existiert eine Konstante k € R mit g(z) = ke®*
fiir alle x € R. Aus der Anfangsbedingung f(z) = yo kann man die Konstante k eindeutig

bestimmen.

Wir wollen uns hier mit einem einfachen Typ einer Differentialgleichung 1. Ordnung be-

fassen, der Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

Definition 6.15. Eine Differentialgleichung 1. Ordnung y' = F(x,y) heifst Differential-

gleichung mit getrennten Variablen, wenn die Funktion F die Gestalt

F(z,y) = p(z) - q(y) (6.19)

fur stetige Funktionen p : J1 — R und q : Jo — R hat, wobei J; und Jo offene Intervalle
sind und q keine Nullstelle auf Jo besitzt.

Satz 6.25 (Differentialgleichung mit getrennten Variablen)

Wir betrachten ein Anfangswertproblem mit getrennten Variablen

y =p(z)-q(y), y(70) = Yo, (6.20)

mit Bedingungen wie in . Sei G eine Stammfunktion von % auf Jo. Dann ist G
auf Jo injektiv und das Anfangswertproblem besitzt auf einem hinreichend kleinen

Intervall I C Jy um xg eine eindeutig bestimmte Losung. Diese ist gegeben durch

t
£ = G (Gw0) + [ pla) da). (6.21)
o
Beweis. 1) Wir nehmen zuerst an, dass die Differentialgleichung (6.20) eine Losung f

besitzt und bestimmen ihre Form. Sei also f : I — R eine differenzierbare Funktion mit

f(x) =p(x)-q(f(x)) fur alle z € T und f(x¢) = yo. Dann ist insbesondere f(I) C Jy. Wir

integrieren die Gleichung % = p(x) von xg bist € I:

t t

J iy fros

zo Zo

Im ersten Integral fithren wir die Substitution y = f(z) und dy = f’(z)dz durch und

erhalten mit der Stammfunktion G von %
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f(t) t
G(f (1) — Glyo) = / q(ly)dy: / p(z) da.
Yo x0

Dies liefert die folgende implizite Beschreibung von f:

t

G(f(8)) = Glyo) + / p@)de  Viel. (6.22)

o

Insbesondere liegt die Zahl auf der rechten Seite von fiir alle t € I im Bild von G. Da
% stetig ist und auf .J5 keine Nullstellen besitzt, gilt G’ = % > 0 auf Jy oder G’ = % < 0 auf
Jo. D.h. G ist streng monoton und somit injektiv. Folglich existiert die Umkehrfunktion
G~1: Im(G) — Jo. Somit kann man die Gleichung nach f(t) auflésen und erhélt

eine explizite Formel fir f:

t

1) = ¢ (Glu) + / ple)ds)  Viel (6.23)

o
Wenn es also eine Losung f: I — R des AWP ([6.20) gibt, so ist sie durch die Gleichung
(16.23) eindeutig bestimmt.

2) Wir zeigen nun die Existenz einer Losung. Dazu definieren wir uns eine Funktion durch

die Gleichung (6.23)): Wir betrachten ein Intervall I C J; um xg, das so klein gewahlt ist,
¢
dass G(yo) + [ p(z)dz fir alle ¢ € I im Bild von G liegt und definieren f : I — R durch

o

t

F(t) =G <G(yo) n / p(z) dx) Vtel.

Zo

f 16st tatséchlich das Anfangswertproblem ((6.20]), denn nach Kettenregel gilt fiir alle t € I:

t

f(t) = (GI)I(G(yo)Jr/p(x) dx) pt) = G,(ch(t)) p(t) = q(f(t) - p(t)
=G(f(1)
und f(w0) = G~H(G(y0)) = yo- O

Satz rechtfertigt das folgende formale Vorgehen zur Losung einer Differentialglei-
chung mit getrennten Variablen y' = p(z) - ¢(y):

Wir setzen 3y’ = % und bringen alle Ausdriicke, die y enthalten auf die linke Seite und
alle Ausdriicke, die z enthalten auf die rechte Seite (" Trennung der Variablen”). Danach

integrieren wir links iiber y und rechts iiber x:

p_dy dy _ o
= = dw—p(:v) qly) = dy = p(x) dz. (6.24)

Y q(y)
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a) Bei gegebener Anfangsbedingung y(z¢) = yo integriert man links tiber [yo,y(t)] und

rechts iiber [zg, t]:
¢

y(t)
/q(ly)dyZ/P(w)dﬂf-
Yo

Zo

Ist G eine Stammfunktion von %, so erhélt man daraus die impliziten Form fiir die Losung

y(t) t
G(y(t)) = Glyo) + / p(z) dz,

o

und durch Anwenden der Umkehrfunktion G~! (falls man sie berechnen kann) die explizite

Form der Losung
t

o(0) =G (Gl + [ (o) ).
0
b) Ist keine Anfangsbedingung vorgegeben, so benutzt man bei der Integration die Stamm-

funktionen (unbestimmte Integration):

) 1
/ O ’y=y(x> N / plz)de
—  GQyl) = / p@)de + C,

wobei G eine Stammfunktion von % und C eine reelle Konstante ist. Auch diese Gleichung
kann man ggf. nach y(z) auflésen. Die Konstante C' ist durch Festlegung eines Anfangs-

wertes y(zg) = yo zu bestimmen.

Beispiel: Die Kettenlinie (Seilkurve)

Wir wollen dieses Verfahren jetzt benutzen, um die Gleichung fiir die Kettenlinie herzu-
leiten. Wir héngen ein Seil (oder eine Kette) zwischen zwei Pfosten so hoch auf, dass es
nicht auf der Erde schleift. Wie konnen wir die entstehende Form des Seils mathema-
tisch beschreiben? Wir leiten eine Gleichung unter idealisierten Annahmen her (Seil ist

vollkommen biegsam, das Gewicht des Seils pro Léngeneinheit ist iiberall gleich).

B
y — Achse

Y

x — Achse
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Zur mathematischen Beschreibung legen wir ein Koordinatensystem so fest, dass das Seil
in der xy-Ebene hiangt, die z-Achse auf dem Erdboden liegt und die y-Achse durch den
tiefsten Punkt S des Seils lauft. ¢ sei die Hohe von S iiber dem Boden und a und b die
z-Koordinate der Aufhdngungspunkte A bzw. B. Wir wollen das Seil als Graph einer
Funktion f : [a,b] — R beschreiben.

Wir betrachten die rechte Halfte des Seils. Das Seil habe zwischen S und B die Lange
L. Jedem Punkt P auf der rechten Seilhélfte ordnen wir als Parameter die Lange s des
Seils zwischen S und P zu, d.h. die rechte Seilhélfte ist beschrieben als Spur der Kurve
v :[0,L] = R?, wobei das Seil vom Seilpunkt S bis zum Seilpunkt +(s) die Liinge s hat.
Auf den Seilpunkt 7(s) wirkt eine Spannungskraft 7'(s) tangential an die Kurve 7 (durch
die Aufhdngung an den Pfosten). Gleichzeitig wirkt auf jeden Seilabschnitt die Gewichts-
kraft durch das Gewicht des Seils senkrecht nach unten. Wir nehmen (idealisiert) an, dass
keine weiteren Kréfte auf das Seil wirken.

Wir leiten zunéchst eine Formel fiir die Spannungskraft her. Dazu benutzen wir das fol-
gende physikalische Gesetz: Das hiangende Seil befindet sich im Gleichgewichtszustand,
wenn sich in jedem beliebig kleinen Seilabschnitt die wirkenden
Kréfte aufheben. D.h. fiir zwei beliebig nahe Seilpunkte (s) und
(s + h) mit A > 0 gilt

T(s+h)—T(s)+ Gs(h) =0,

wobei T'(s + h) die Spannungskraft im Punkt (s + h), —T'(s) die
Gegenspannung im Punkt v(s) und G4(h) die Gewichtskraft ist,

die durch das Gewicht des Seils zwischen 7(s) und (s + h) ent-
steht. Sei ¢ > 0 das konstante Gewicht des Seils pro Langeneinheit.
Da h die Lénge des Seils zwischen 7(s) und y(s+ h) ist, folgt fiir den Vektor der Gewichts-
kraft:

Gs(h) = (0,=h-g).

Wir erhalten somit fiir den Spannungsvektor

T(s+ h})l —T(s) —(0.9)

und beim Grenziibergang h — 0 fiir seine Ableitung
T'(s) = (0, 9).
Bezeichnet T'(s) =: (T1(s),T2(s)), so folgt fiir die Komponenten des Spannungsvektors:
Ti(s) =1 und Ts(s) = gs + co

wobei ¢; und ¢y reelle Konstanten sind. ¢; ist positiv (da wir auf der rechten Seilhélfte
sind) und ¢y = 0, da im Punkt S = 7(0) der Spannungsvektor parallel zur z-Achse ist,
d.h. T5(0) = 0 gilt. Wir erhalten fiir die Spannungskraft im Seilpunkt ~y(s) somit
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T(s) = (c1,89) mit ¢; € RT.

Dies geniigt nun, um die gesuchte Funktionsgleichung fiir das Seil herzuleiten. Wir suchen
eine Funktion f : [0,b] — R, so dass das Seil zwischen S und B der Graph von f ist. Mit

unserer Parametrisierung v gilt fiir einen Seilpunkt (z, f(x)):
v(s) = (z, f(x)), wobei s die Lénge des Seil von S bis (z, f(z)) ist.

Der Tangentialvektor an den Graphen der Funktion f im Punkt (z, f(x)) ist gegeben
durch (1, f’(x)), d.h. die Vektoren T'(s) und (1, f'(z)) sind parallel und zeigen in die
gleiche Richtung. Folglich gilt fiir ihren Anstieg

Fla) _Tols) _ 4

1 Tl (S) ‘1
=k

{

Die Lénge s des Seils zwischen S = (0, f(0)) und (z, f(x)) berechnet sich in der Parame-

trisierung als Graph durch
X
s _/\/1 + f/(t)2 dt.
0

Daraus erhalten wir

fl(x)=k ./\/1 + f(t)2dt.
0

und durch Ableiten nach x

(@) =k 1+ ).
Betrachtet man analog die linke Seilhélfte, so erhalt man die gleiche Differentialgleichung
fir f auf dem Intervall [a, 0].
Unsere physikalischen Annahmen fiihren also auf die folgende Differentialgleichung 2. Ord-
nung fiir die gesuchte Funktion f : [a,b] — R

f(x)=Fk- -1+ f'(x)? Differentialgleichung der Kettenlinie (Seilkurve)

mit den Anfangsbedingungen f(0) = ¢ und f/(0) = 0, wobei k > 0 eine Materialkonstante

des Seils und ¢ die Hohe des tiefsten Punktes des Seils iiber dem Boden ist.

Lésung der Differentialgleichung der Kettenlinie
Wir setzen z(z) := f’(x). Dann hat die Differentialgleichung der Kettenline, betrachtet als

Differentialgleichung fiir z, die Form einer Differentialgleichung mit getrennten Variablen:

2 =k-\1422 mit der Anfangsbedingung z(0) = 0.

Wir setzen 2/ = % und trennen die Variablen:

1
——dz=k-dx.
V1+ 22
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Nach Integration folgt
z(t)

t
— kdx

1

und daraus mit der Stammfunktion arsinh von Wi

arsinh(z(t)) — arsinh(0) =
Durch Anwenden von sinh folgt
f'(t) = 2(t) = sinh(kt) VYt eR.
f erhalten wir dann durch nochmaliges Integrieren:

t=x

)
t=0

f(x) = f(0)+ /f’(t) dt =c+ % - cosh(kt) ’
0

d.h.

f(:v):c—%%—%cosh(kx) Ve eR

Legt man das Koordinatensystem jetzt noch so, dass ¢ = % gilt, so erhalt man in diesem
Koordinatensystem
1
flx) = % cosh(kx) VzeR.

Die Reihenentwicklung von cosh zeigt, inwieweit diese Funktion von einer Parabel, die ein

Schiiler vielleicht als Losung vermuten wiirde, abweicht:

64
Ty
1 1 kx —kx
fl@) = 7 cosh(ka) = 1 *‘26 .
ok = (2n)!
_ L ko, K
= %—1—590 —1—27136 + 1
=:p(z) Parabel
0
3 2 1 0 1 2 3
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Metrische Raume und stetige Abbildungen

In der bisherigen Vorlesung haben wir reelle Funktionen f : I € R — R und ihre Ei-
genschaften (Stetigkeit, Differenzierbarkeit, Integrierbarkeit) behandelt. Diese drei Eigen-
schaften haben wir mit Hilfe des Grenzwertbegriffes fiir reelle Zahlenfolgen definiert. Das
zentrale Hilfsmittel zur Definition des Grenzwertes war der des Abstand |z — y| zwischen
zwei reellen Zahlen x und y. Die bisher betrachtete Funktionenklasse reicht fiir die Be-
schreibung vieler Prozesse in der Natur nicht aus. Bereits wenn wir z.B. den Luftdruck oder
die Temperatur in den Punkten der Erdoberfliche E beschreiben wollen, benétigen wir
Funktionen vom Typ f : E — R, die von mehr als einer reellen Variablen abhangen. Wir
werden deshalb in diesem Kapitel eine allgemeinere Klasse von Abbildungen f: X — Y
betrachten und zunéchst nur voraussetzen, dass im Definitionsbereich X und im Wertebe-
reich Y Abstandsfunktionen gegeben sind, die die Definition von Grenzwerten ermdglichen.
Dies gentigt, um den Begriff der Stetigkeit fiir solche Abbildungen zu definieren. Wir wer-
den sehen, dass sich zentrale Satze liber stetige reelle Funktionen f : I C R — R, die wir

in Kapitel 4 behandelt haben, auf diesen allgemeineren Fall {ibertragen lassen.

7.1 Definition und Beispiele metrischer Raume

Definition 7.1. Sei X eine beliebige nichtleere Menge. Fine Abstandsfunktion (oder Me-
trik) auf X ist eine Abbildung d: X x X — R mit folgenden Eigenschaften

d(p,q) >0 Vp,geX und d(p,q) =0<=p=q (Positivitét),
2. d(p,q) =d(q,p) VpqeX (Symmetrie),
3. d(p,q) <d(p,r)+d(r,q) Vp,qreX (Dreiecksungleichung).

Das Paar (X,d) heifst metrischer Raum. Die Elemente von X heiffen Punkte des metri-

schen Raumes, die Zahl d(p,q) nennt man den Abstand zwischen p und q.

Beispiel 1: Die Standardmetriken auf R und C.
Sei |z| der Betrag einer reellen Zahl x. Dann ist d: R x R — R mit

d($7y) = |.fC—y| fiir x7y€R7

eine Abstandsfunktion auf R.

Analog erhélt man aus dem Betrag von komplexen Zahlen eine Abstandsfunktion auf C:

d(z,w) := |z — w| fir z,w € C.
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Diese durch den Betrag definierte Abstandsfunktion d nennen wir die Standardmetrik auf R
bzw. C. Ist nichts anderes vereinbart, so seien R und C immer mit dieser Abstandsfunktion

versehen.

Beispiel 2: Auf einer Menge X kinnen verschiedene Abstandsfunktionen existieren.
Die folgenden drei Abbildungen di, da, d3 sind z.B. Abstandsfunktionen auf R?:

e Der ”Luftlinienabstand” (Standardmetrik oder Euklidischer Abstand):

di(z,y) = ||z -yl ==V (z1 —91)? + (v2 — y2)%, wobei x = (v1,22),y = (y1,¥2)-

e Die ”Taxifahrer-Metrik” (oder ”Mannheimer-Metrik” — in Mannheim mufl man recht-

winklige Stralen langlaufen, um von einem Punkt zum anderen zu kommen) :
da(z,y) = |21 — 1| + |22 — y2l.

e Die ”"Metrik der franzésischen Eisenbahn” (um von einer Stadt zur anderen zu kommen,

mufl man {iber Paris fahren): Sei p ein fixierter Punkt.

dl(xvp) + dl(pa y) falls = 7& Y,
0 falls = =y.

p
¥
./; ._QT Y
X Cl1 X d2

ds(z,y) := {

X d3

Beispiel 3: Auf jeder nichtleeren Menge X existiert eine Abstandsfunktion.
Wir definieren d: X x X — R durch

d(z. y) 0 falls x =y,
x,y) =
Y 1 falls x #y.

Dann ist (X, d) ein metrischer Raum. (X, d) heifit diskreter metrischer Raum und d die
diskrete Metrik.

Beispiel 4: Das kartesische Produkt metrischer Raume.
Seien (X1,d1),...,(Xp,d,) metrische Rdume. Wir betrachten die Produktmenge

X =X xXox...x X, = {(pl,...,pn)‘piGXi, ie{l,...,n}}

und definieren die Produktmetrik auf X durch

d((p1s- - 00), (15 an)) = Vd1(p1,q1)% + .+ dp(Pny qn)? =

Dann ist (X, d) ein metrischer Raum. Er heifit das kartesische Produkt der metrischen
Réume (X1,d1),...,(Xn, dyn).
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Beweis. Die Positivitat und Symmetrie sind aus der Definition sofort ersichtlich. Wir
zeigen die Dreiecksungleichung. Seien dazu p = (p1,...,pn), ¢ = (q1,...,qn) und
r = (ri,...,r,) drei beliebige Punkte in X. Unter Benutzung der Dreiecksungleichung
fir die Metriken d; und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (CSU) fiir das Euklidische
Skalarprodukt (siehe Kapitel 6.4 oder Vorlesung Lineare Algebra I) erhalten wir

d(p,q)® = > di(pj,4)°
j=1

n

< > (dj(Pjyrj) + dj(?“wqj))Q

j=1
= > djps,ri)? + 2d;(ps, ) - dy(ry,q5) + dj(r5, q5)°
j=1
= d(p,’l“)2 + d(T7 Q)2 +2 Zd](pja rj) : d](rja q])
j=1

csu L
< d(pﬂ")2 —|—d(r,q)2+2 Z p]vr] ’ Zd T]7q]

j=1
= d(p,r)? +d(r,q)* + 2d(p,r) - d(r,q)
= (d(p,r) +d(r,q))*
Da der Abstand nicht-negativ ist, kénnen wir in der Ungleichung auf beiden Seiten die

Waurzel ziehen und erhalten die Dreiecksungleichung fiir d. a

Beispiel 5: Zwei Abstandsfunktionen auf der Menge der stetigen Funktionen C°([a, b], R).

Sei C°([a, b],R) der Vektorraum der stetigen Funktionen von [a,b] in R. Dann definieren

doo(f,9) = max{!f( )—9(@)| | = €a,b]}, f.9 € C%([a, 0], R),

/|f o)) de,

Abstandsfunktionen auf C%([a, D], R) (Ubungsaufgabe).

Beispiel 6: Metriken auf normierten Vektorrdumen.

Sei V ein reeller Vektorraum. Eine Norm auf V ist eine Abbildung || - | : V' — R mit

1. ||v]| >0 firalleveV und |v]|=0<= v=0 (Positivitat).
2. [|A-vl| =M |v||  firallev eV und A € R (Homogenitit).
3. lv+w| < ||| + |lw|]  fir alle v,w eV (Dreiecksungleichung).

Das Paar (V.| -||) heifit normierter Vektorraum. Dann ist d : V x V' — R, definiert durch
d(v,w) = ||jv — w]| v,weV,

eine Abstandsfunktion auf V. Sie heifit die durch || - || induzierte Metrik. Ein normierter

Vektorraum (V, || - ||) ist immer mit dieser Metrik versehen (falls nicht ausdriicklich anders

gesagt).
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Beweis. Die Positivitdt und Symmetrie von d folgt aus der 1. und 2. Eigenschaft fiir die
Norm. Die Dreiecksungleichung fiir d erhalt man aus der Dreiecksungleichung fiir die Norm.

Fiir v, w,u € V gilt namlich
d(v,u) = [lv —ull = |(v —w) + (w = w)|| < [[v = w| + [Jw —u| = d(v,w) + d(w,u). 7

Dies verallgemeinert die Situation in Beispiel 1. Dort ist V=Rund || - || = |- .

In der analytischen Geometrie wird die Fuklidische Norm auf dem R"™ benutzt

o] := \/v%—i—v%—i—...—kv% fiur v = (vi,v2,...,v,) € R?,

und der davon induzierte Euklidische Abstand zwischen zwei Punkten p = (py,...,p,) und

q:(qlv"'7Q7l):

dp,q) = lp—al = Vo1 —a1)? + ..+ (0 — )2

(siehe Vorlesung Lineare Algebra I und Kapitel 6.4. dieser Vorlesung). Ist der R™ mit
diesem Abstand versehen, so nennt man ihn den Fuklidischen Raum. Er ist das n-fache
kartesische Produkt von R mit der Standardmetrik. In der Vorlesung Elementargeometrie
des Lehramtsstudiums werden Sie andere Geometrien kennenlernen (hyperbolische Geo-
metrie oder sphérische Geometrie), in denen die Absténde zweier Punkte mit anderen

Abstandsfunktionen gemessen werden.

Definition 7.2. Zwei metrische Riume (X,dx) und (Y,dy) heifien isometrisch, wenn
eine bijektive Abbildung ¢ : X — Y existiert, so dass

dx(p,q) = dy(é(p), ¢(q))  fir alle p,q € X.
Die Abbildung ¢ heifst dann Isometrie zwischen (X, dx) und (Y, dy).

In isometrischen metrischen Rdumen stimmen alle Eigenschaften, die mittels der Abstands-

funktion charakterisiert werden, tiberein.

Fiir spatere Zwecke definieren wir das Analogon von offenen Intervallen im R, offenen
Kreisscheiben im R? (bzw. in C) und offenen Kugeln im Euklidischen Raum R3 fiir belie-

bige metrische Raume:

Definition 7.3. Sei (X,d) ein metrischer Raum, p € X und € € RT. Die Menge

K(p,e) :={z € X |d(p,x) < &}
heif$t e-Kugel in (X,d) um p.

Beispiel 1: Sei R” der Euklidische Raum. Dann ist

K(pe)={z eR"||lz —pll <e} = {z €R" | (w1 = p1)* + ... + (2 — pn)* <%}
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die iibliche n-dimensionale Kugel vom Radius € um den Punkt p = (p1,...,p,) € R" ohne
ihren Rand. Fiir n = 1 sind die e-Kugeln offene Intervalle, fiir n = 2 Kreisscheiben ohne
ihren Rand.

R Kd((p17p2)75)
b = {(z1,22) €R? | (21 — p1)? 4 (22 — p2)? < €%}

|

( )
N 7 i

p R b2

Ki(p,e) =(p—¢,p+e¢)

Beispiel 2: Sei R? mit folgender Metrik versehen:

doo((z1,22), (y1,92)) = max(|z1 — y1], |x2 — y2|).

(R?, dy) ist tatsiichlich ein metrischer Raum (Ubungsaufgabe). Die e-Kugel um den Null-

punkt ist flir diese Metrik ein Quadrat mit der Seitenlénge 2¢ ohne seinen Rand:

K(0,e) = {(z1,22) € R? | |z1]| < &, |z2| < €}.

R
€

—&

Beispiel 3: Sei (X, d) ein diskreter metrischer Raum. Dann gilt fiir die e-Kugeln

{z} falls e<1

K(x,e) =
{ X falls > 1.

7.2 Konvergente Folgen und Cauchy-Folgen in metrischen Raumen

Definition 7.4. Sei (X,d) ein metrischer Raum und (x,) eine Folge in X.
Wir sagen, dass (z,) gegen p € X konvergiert, falls zu jedem € > 0 ein ng € N existiert,
so dass d(p,zy) < € fir alle n > ng, d.h. falls x,, € K(p,¢e) fir alle n > ny.
Der Punkt p heifit Grenzwert (GW) der Folge (x,,). Besitzt eine Folge () einen Grenz-
wert, so heifit sie konvergent. Besitzt die Folge (x,,) keinen Grenzwert, so heifst sie diver-

gent.

Fiir eine gegen p konvergente Folge (x,) schreiben wir:

lim z, =p oder Tp — D oder kurz Ty — P.
n—oo n—oo

Aus der Definition folgt unmittelbar:
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Satz 7.1 FEine Folge (xy,) in einem metrischen Raum (X, d) konvergiert genau dann gegen

p € X, wenn die Folge der Abstinde (d(p,x,)) in R gegen Null konvergiert:

T, —p in (X,d) <= d(p,zn) —0 in R.

Satz 7.2 Der Grenzwert einer konvergenten Folge eines metrischen Raumes ist eindeutig

bestimmt.

Beweis. Der Beweis wird analog zum Beweis des entsprechenden Satzes fiir konvergente

Folgen in R gefiihrt. Wir iiberlassen das Ubertragen als Ubungsaufgabe. ad

Definition 7.5. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X heifit beschrdnkt,
falls es eine Kugel K(p, M) des metrischen Raumes gibt, die A enthdlt. Eine Folge (x,,)
in (X,d) heifit beschrinkt, wenn die Menge der Folgenglieder {x1,x2,xs3,...} beschrinkt

18t.
Satz 7.3 Jede konvergente Folge (x,) eines metrischen Raumes (X,d) ist beschrdnkt.

Beweis. Sei (zy,) eine konvergente Folge in (X, d) und p € X ihr Grenzwert. Wir betrachten
die Kugel K(p,1) um p vom Radius 1. Dann existiert ein ng € N, so dass =, € K(p,1)

fur alle n > ng. Wir setzen nun

M := max(d(p,z1),d(p,x2),...,dp, Tny—1) ).

Dann gilt z,, € K(p, M + 1) fiir alle n € N. Folglich ist (x,) beschrénkt. O

Als néchstes charakterisieren wir die Konvergenz von Folgen im kartesischen Produkt

metrischer Raume.

Satz 7.4 Seien (X1,d1),...,(Xk,di) metrische Rdume und (X, d) das kartesische Pro-
dukt dieser Raume. Eine Folge (z,,) in X mit x,, = (Tn1, Tn2, .. ., Tnk) konvergiert genau
dann gegen p = (p1,p2,...,pr) € X, wenn fir jedes j € {1,...,k} die Komponentenfolge
(Tnj)oey in (Xj,d;) gegen pj konvergiert.

Beweis. Nach Definition der Produktmetrik ist

k
d((p1, .- 0k), (@n1, ..o, Tpk)) = Zdi(pivxni)Q > dj(pj, Tnj) (%)
i1

p Tn

fir jedes j € {1,...,k}. Sei nun (z,) gegen p in (X, d) konvergent. Dann existiert fiir jedes
e > 0 ein ng € N mit d(p,z,) < e fir alle n > ng. Nach Abschiatzung (*) folgt daraus
d;(pj, n;) < € fiir alle n > ng und jedes j € {1,...,k}. Somit konvergiert (x,;) gegen p;
in (Xj,d;) fiir jedes j € {1,...,k}.
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Sei umgekehrt lim z,; = p; fiir jedes j € {1,...,k} und € > 0. Dann existieren ng; € N
n—oo

so dass d;(pj, xn;) < ﬁ fir alle n > ng;. Es folgt

k ko o
9
d(p,zn) = Zdj(pj737nj)2 < Z T €
j=1 J=1

fir alle n > mg = max(no, .. ., nok). Also konvergiert z,, gegen p im Produktraum (X, d).
g

Wir betrachten als Beispiel den Euklidischen Raum R*. Er ist das k-fache kartesische
Produkt von R mit der Standardmetrik. Die komponentenweise Konvergenz aus Satz
entspricht der Konvergenz von Folgen im Euklidischen Raum, die wir in Abschnitt 6.4
bereits benutzt hatten. Als Konsequenz erhélt man aus den Grenzwertsétzen fiir Zahlen-
folgen, dass auch die algebraischen Strukturen auf dem Euklidischen Vektorraum R* mit

der Grenzwertbildung vertréaglich sind:

Satz 7.5 Seien (x,) und (y,) zwei Folgen im Euklidischen Raum R¥, die gegen p bzuw.
q konvergieren, (-,-) das Euklidische Skalarprodukt und | - || die Euklidische Norm. Dann
qgilt:

1. li_>m Nz +pyn) =\ li_)rn Ty + li_>m Yn=A-p+p-q firalle \,pu€R.

2. lim (xp,yn) = ( li_}m T, li_>m Yn) = (D, q).

3. lim flz,| = || lim .| = p]]
n—o0 n—o0

Wie bei Zahlenfolgen mochte man auch fiir Folgen in metrischen Raumen die Konver-
genz untersuchen, ohne den Grenzwert bereits zu kennen. Dies geht in den wvollstdndigen

metrischen Rdumen, die wir jetzt definieren werden.

Definition 7.6. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (x,,) in (X, d) heifit Cauchy-

Folge, wenn zu jedem e > 0 ein ng € N existiert, so dass d(xy,xTm) < € fir alle n,m > nyg.

Satz 7.6 Jede konvergente Folge in einem metrischen Raum ist eine Cauchy—Folge.

Beweis. Sei (xy) eine gegen p konvergente Folge und ¢ > 0. Dann existiert ein nyg € N mit

d(p, z,) < § fiir alle n > ng. Fiir n,m > ng folgt aus der Dreiecksungleichung
€ €
Somit ist (x,,) eine Cauchy-Folge. 0

Wir wissen bereits aus Kapitel 3.1.3, dass die Umkehrung von Satz nicht gilt. Es gibt

metrische Rdume mit Cauchy-Folgen, die nicht konvergieren.

Definition 7.7. Fin metrischer Raum (X,d) heifit vollstindig, wenn jede Cauchy—Folge
in (X, d) konvergiert.
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In einem wollstandigen metrischen Raum kann man also die Konvergenz einer Folge un-

tersuchen, ohne ihren Grenzwert zu kennen. Man priift dafiir die Cauchy—Bedingung

Ve>0 dng €N mit d(zp,zn) <e Vn,mzno.‘

Beispiel 1: Die reellen Zahlen R mit der Standardmetrik d(z,y) = |z — y|, sowie die
komplexen Zahlen C mit der Standardmetrik d(z, w) := |z —w| sind vollstédndige metrische

Réaume.

Beispiel 2: Der metrische Raum der rationalen Zahlen Q mit der Standardmetrik
d(z,y) = |x — y| ist nicht vollstandig (siehe Kapitel 3.1.3).

Beispiel 3: Wir betrachten X = (-3, ) C R mit den Metriken d und d:

d(z,y) = |z —yl,
d(z,y) = |tan(z) — tan(y)|.

Dann ist (X, d) nicht vollstindig, aber (X, d) vollstandig (Ubungsaufgabe).

Beispiel 4: Sei X = C%([a,b],R) der Vektorraum der stetigen Funktionen von [a, b] in R
mit den Metriken do, und ds:

doo(f, 9) = max{[f(z) — g(z)| | = € [a,b]},

b
di(f,g) = / F(x) — glx)| da.

Dann ist (X, ds) vollstiandig, aber (X,d;) nicht vollstindig (Ubungsaufgabe).

Die Vollstandigkeit eines metrischen Raumes (X, d) ist also von der auf X gewéhlten
Metrik abhéangig.

Satz 7.7 Sind (X1,d1),...,(Xk, dx) vollstandige metrische Raume, so ist auch das kar-

tesische Produkt (X,d) dieser metrischen Rdume vollstindig.

Beweis. Sei (zy) mit x, = (Tn1,...,2Tnk)), eine Cauchy—Folge im kartesischen Produkt

X =X x...x X, und € > 0. Dann existiert ein ng € N, so dass

k
d(xp, ) = Zdi(xm,xmi)Q <e YV n,m > ng.
i=1
Daraus erhalten wir d;(2y,;, Tm;) < € fir alle n,m > ng und jedes j € {1, ..., k}. Folglich

sind die Folgen (z,;)7%; Cauchy-Folgen in (X}, d;) fir jedes j € {1,...,k}. Da (X}, d;)

vollstdndige metrische R&ume sind, konvergieren die Folgen (x,;)72; gegen ein p; € X;.

Somit gilt nach Satz lim z, = (p1,...,pk) € X1 X ... X Xp. O
n—oo
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Folgerung 7.1 Der Euklidische Raum RF ist vollstindig.

Bemerkung: Am Ende von Kapitel 7.4 werden wir zeigen, dass jede Norm auf dem
Vektorraum RF eine vollstandige Metrik auf R* induziert. Insbesondere sind die normierten
Vektorrdume (RF, || - [|,) fiir p € [1,00) und (R¥, || - || ) mit

1
k P
l2llp = Dl ]
j=1
||xHOO = max{|az1|, ceey |xk|}7

vollsténdig (siche auch Ubungsaufgabe 18). || - ||2 ist die Euklidische Norm.

7.3 Spezielle Teilmengen in metrischen Raumen

In diesem Abschnitt werden wir spezielle Sorten von Teilmengen metrischer Raume de-
finieren, die die von uns bisher im ”naiven” Sinne benutzen Bezeichnungen offene und
abgeschlossene Intervalle, Randpunkte von Intervallen bzw. Rand von Gebieten in der

Ebene verallgemeinern.

Definition 7.8. Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes (X, d)
heifit offen, wenn zu jedem p € A eine e—Kugel K(p,¢) existiert mit
K(p,e) C A.

Beispiel 1: Die e-Kugeln K (p, <) eines metrischen Raumes (X, d) sind offen.

Um dies zu zeigen, betrachten wir einen belicbigen Punkt z € K(p,e) und zeigen, dass
K(z,e —d(p,z)) C K(p,e): Sei z € K(x,e — d(p,x)). Dann gilt d(z, z) < € — d(p, z) und
folglich d(z,x) + d(z,p) < . Aus der Dreiecksungleichung folgt dann d(p, z) < d(p,z) +
d(x, z) < e. Folglich liegt z in K(p,¢).

Insbesondere sind die Intervalle (a,b) im metrischen Raum R (mit der Standardmetrik) in

diesem Sinne offen. Die Intervalle der Form (—o0,a) und (a, c0) sind ebenfalls offen.

Definition 7.9. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X heifit abgeschlos-

sen, wenn ihr Komplement X \ A offen ist.

Beispiel 2: Es gilt [a,0] = R\ ((—o0,a) U (b,0)), [a,00) =R\ (—00,a) und (—oc0,a] =
R\ (a,0). Folglich sind die Intervalle [a, b], [a,c0), (—o0, a] abgeschlossen.

Beispiel 3: Sei (X, d) der diskrete metrische Raum.
Dann ist jede Teilmenge A C X offen, denn fiir jedes p € A gilt K(p,3) = {p} C A.

Folglich ist auch jede Teilmenge von X abgeschlossen.

Die Eigenschaft einer Menge, abgeschlossen zu sein, kann man auch durch konvergente
Folgen charakterisieren. In Kapitel 4.3. hatten wir abgeschlossene Teilmengen in R und C

auf diese Weise definiert.
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Satz 7.8 Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gilt:
Eine Teilmenge A C X ist genau dann abgeschlossen, wenn der Grenzwert jeder konver-

genten Folge von Punkten aus A selbst in A liegt.

Beweis. (=) Sei A C X abgeschlossen und (a,) eine Folge in A, die gegen x € X
konvergiert. Angenommen x ¢ A. Dann ist x € X \ A. Da X \ A offen ist, existiert eine
e-Kugel K(z,¢) € X \ A. Da (a,) gegen x konvergiert, existiert ein ng € N, so dass
an € K(x,¢) fiir alle n > ng. Dann kénnen diese a,, nicht in A liegen (Widerspruch).

(<=) Angenommen A ist nicht abgeschlossen, d.h. X \ A nicht offen. Dann existiert ein

€ X\ A, so dass K(z,e) N A # 0 fiir alle e > 0. Wir wiihlen nun a,, € K(z,2) N A.

Dann ist (ay) eine Folge in A mit d(z,a,) < 2 — 0. Folglich konvergiert (a,) gegen z.

Nach Voraussetzung liegt dass aber x in A (Widerspruch). 0

Man kann jede Teilmenge A C X in eine offene und eine abgeschlossene Menge einschlie-
Ben. Dazu definieren wir das Innere Int(A) und den AbschluBl ¢l(A4) von A, so dass

Int(A) C ACcl(A).

Definition 7.10. Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge von X.

1. Das Innere von A ist die Menge
Int(A):={zx € A|Je>0 mit K(z,e) C A}.

FEin Punkt x € Int(A) heifit innerer Punkt von A.
2. Der Abschluss von A ist die Menge

cd(A):={z e X |Ve>0gilt K(z,e)NA#0D}.
3. Der Rand von A ist die Menge
0A :=cl(A) \ Int(A)..

Ein Punkt x € 0A heif$t Randpunkt von A.

Satz 7.9 Fir jede Teilmenge A eines metrischen Raumes gilt:

1. Int(A) ist offen.

2. cl(A) = X \ Int(X \ A). Insbesondere ist cl(A) abgeschlossen.

3. 0A =X\ (Int(A) U Int(X \ A)) Insbesondere ist 0A abgeschlossen.

4. Ein Punkt x € X ist genau dann ein Randpunkt von A, wenn fir alle € > 0 gilt

K(z,e)NA#0D und K(z,e)N(X\ A) #0.
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Beweis. Zu 1: Sei x € Int(A). Dann existiert eine e-Kugel K (z,e) C A. Fiir jeden Punkt
z € K(x,¢) gilt K(z,e —d(z,2)) C K(x,e) C A. Folglich ist jeder Punkt von K (x,¢) ein
innerer Punkt von A, d.h. K(z,¢) C Int(A). Somit ist Int(A) offen.

Zu 2: Es gilt:

e X\Int(X\A) < zeXundz ¢ Int(X\A)
= Ve>0 gilt K(z,e) ¢ X\ A
= Ve>0 gilt K(z,e)NA#0D
= zecA).

Zu 3: Aus cl(A) = X \ Int(X \ A) folgt

OA = cl(A) \ Int(A) = (X \ Int(X \ A)\ Int(A) = X \ (Int(X \ A) U Int(A)).
of fen

Zu 4: Daraus erhalten wir

x€0A <= = ¢ Int(A) und x ¢ Int(X \ A)
<~ Ve>0 gilt K(z,e)N(X\A) #0 und K(x,e)NA#D0D.

Beispiel 4: Wir betrachten R mit der Standardmetrik d(x,y) = |z — y.
Fiir A = [a,b) erhalten wir Int(A) = (a,b), cl(A) = [a,b] und A = {a,b}.

Beispiel 5: Sei R? der Euklidische Raum mit der Euklidischen Norm || - ||.
Fir A= K(z,¢) gilt:

- Int(A) = K(z,¢) ,
- 0A={yeR?|[lz —yl =},
- dA)={y eR?||lz —y|l <e}.

Als néchstes definieren wir die kompakten Teilmengen eines metrischen Raumes, die wir
fiir die metrischen Raume R und C bereits aus Kapitel 4.3 kennen.

Ist (x,,) eine Folge in (X,d). Eine Folge der Form (z,,) mit ny < ny < n3 < ... heifit
Teilfolge von (x,,).

Definition 7.11. Fine Teilmenge A eines metrischen Raumes (X, d) heifit kompakt, falls
jede Folge in A eine konvergente Teilfolge besitzt, deren Grenzwert in A liegﬂ.

Beispiel 6: Eine Teilmenge A C R bzw. B C C ist genau dann kompakt, wenn sie

beschriankt und abgeschlossen ist.

Satz 7.10 Jede kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes ist abgeschlossen und be-

schrankt.

! Man kann kompakte Mengen dquivalent auch durch Eigenschaften offener Uberdeckungen definieren.

Wir wollen dies hier aus Zeitgriinden nicht tun, sondern verweisen dazu auf O. Deiser. Analysis 2.
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Beweis. Sei A eine kompakte Teilmenge des metrischen Raumes (X, d).
1. Wir zeigen mit dem Folgenkriterium aus Satz dass A abgeschlossen ist:
Sei (ay) eine Folge in A, die gegen = € X konvergiert. Wir miissen zeigen, dass z in A
liegt. Da A kompakt ist, besitzt (a,) eine Teilfolge (ay, ), die gegen einen Punkt a € A
konvergiert. Es gilt aber a = khrn Up, = hm an = x. Folglich ist x = a € A.
2. Wir zeigen, dass A beschréankt ist:
Sei p € X. Angenommen, A wére nicht beschriankt. Dann gilt A ¢ K(p,n) fiir jedes
n € N. Wir wéhlen jeweils einen Punkt a,, € A\ K(p,n). Dann ist (a,) eine Folge in A
mit d(ap,p) > n. Da A kompakt ist, besitzt (ay) eine Teilfolge (ay, ), die gegen ein a € A
konvergiert. Dann existiert ein kg € N, so dass d(a, ay,) < 1 fiir alle k > ko. Daraus folgt
fir k > ko:

A(p,an,) < d(p,a) + d(a, an,) < d(p,a) + 1.

Dies ist ein Widerspruch, da d(p, ay,) > ny — oo. |

Satz 7.11 Sei (X, d) ein metrischer Raum und B C X kompakt. Dann ist jede abgeschlos-
sene Teilmenge A C B ebenfalls kompakt.

Beweis. Sei (ay,) eine beliebige Folge in A. Dann ist (a,) auch Folge in B und besitzt, da
B kompakt ist, eine in B konvergente Teilfolge (an;). Sei b = ]lggo an;. Da A abgeschlossen
ist, liegt der Grenzwert b in A. Also enthélt (a,) eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert
in A. Damit ist A kompakt. a

Satz 7.12 Sei (X, d) das kartesische Produkt der metrischen Raume (X1,dy1), ..., (X, d)
und seien A; C X; kompakte Mengen in (X;,d;), j = 1,...,k. Dann ist die Menge
A:=A; x Ag X ... X Ay ebenfalls kompakt in (X,d).

Beweis. Den Beweis wird analog zum Beweis von Satz [7.7] gefithrt. Wir {iberlassen ihn
deshalb als Ubungsaufgabe. ad

Beispiel 7: Die Quader W := [ay,b1] X [a2,b2] X ... X [ag,bx] C RF sind kompakte

Teilmengen des Euklidischen Raumes R”.

Wir erhalten daraus den folgenden Satz:

Satz 7.13 FEine Teilmenge des Euklidischen Raumes R ist genau dann kompakt, wenn

sie beschrdankt und abgeschlossen ist.

Beweis. Nach Satz [7.10] ist jede kompakte Menge abgeschlossen und beschrankt. Wir
miissen die Umkehrung zeigen. Sei A C R* beschriankt und abgeschlossen. Da A be-
schrankt ist, gibt es eine Kugel, die A enthilt. Jede Kugel des Euklidischen Raumes ist
in einem Quader W enthalten. Folglich gilt A C W. Da W kompakt und A abgeschlossen
ist, ist A nach Satz [7.11] kompakt. O
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Beispiel 8: Die Sphire S~ ! := {z € R" | ||| = r} C R" und die abgeschlossene Kugel
Dy :={z € R" | ||z|| <7} CR" sind kompakt.

Beispiel 9: Es gibt metrische Raume mit abgeschlossenen und beschrankten Teilmengen,
die nicht kompakt sind.
Sei z.B. X eine unendliche Menge mit der diskreten Metrik

won={ T

In diesem metrischen Raum ist jede Teilmenge abgeschlossen und beschrénkt. Eine abzéhl-
bare Teilmenge A := {a1,a2,...,} C X ist aber nicht kompakt: Eine Folge in (X, d) ist
genau dann konvergent, wenn sie ab einem bestimmten Index konstant ist. Folglich besitzt

die Folge (a,) keine konvergente Teilfolge.

Abschlieend verallgemeineren wir eine weitere Eigenschaft, die Intervalle in R haben: Sie

zerfallen nicht in zwei disjunkte offene Mengen.

Definition 7.12. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X heifft zusam-
menhdngend, wenn es keine offenen und zueinander disjunkten Teilmengen U,V C X gibt,
sodass ACUUV, ANU #0 und ANV # 0.

Beispiel 10: Sei X = R?, U,V C X offene Teilmengen von X und A C X wie im Bild.
Dann ist A nicht zusammenhéangend.

U
v

Wir beschreiben nun die zusammenhéngenden Mengen im metrischen Raum R mit der

Standardmetrik d(z,y) = |z — y|.

Satz 7.14 Eine Teilmenge A C R ist genau dann zusammenhdngend, wenn sie ein Inter-

vall ist.

Beweis. (=) Sei A C R zusammenhéngend. Angenommen A wére kein Intervall. Dann
existieren a,b € A mit [a,b] ¢ A, d.h. es gibt ein = € (a,b) mit x ¢ A. Wir betrachten die
Mengen U := (—o0,z) und V := (z,00). U und V sind disjunkte offene Teilmengen in R
mit ACUUV =R\ {z}. AuBerdem ist ANU #0,daaec ANU und ANV # 0, da
b € ANV. Dies widerspricht aber der Voraussetzung, dass A zusammenhéngend ist.
(<=) Sei A ein Intervall in R. Angenommen, A wére nicht zusammenhéngend. Dann
existieren offene, disjunkte Mengen U,V C R, so dass A C UUV und a € ANU,
be AnV. Da A ein Interval ist, gilt [a,b] C A C U U V. Wir betrachten die Funktion
f:UUV — R, definiert durch
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1 falls x € U,
f(z) ==
-1 fallszeV.

f ist stetig: Sei xz € U. Da U offen ist, gibt es eine Kugel K(xz,e) C U. Folglich gilt fiir
jede Folge (x,,) in U UV, die gegen x konvergiert, dass x,, € K(x,e) C U fiir alle n > ny.
Somit ist f(z,) = 1 fiir alle n > ng, d.-h. f(x,) konvergiert gegen f(x) = 1. Nach dem
Folgenkriterium fiir stetige reelle Funktionen ist f in x stetig. Analog zeigt man, dass f in
jedem Punkt z € V stetig ist. Folglich ist f|, s stetig. Es gilt f(a) =1 und f(b) = —1, f
nimmt aber nur die beiden Werte —1 und 1 an. Dies widerspricht dem Zwischenwertsatz

flir stetige reelle Funktionen. a

7.4 Stetige Abbildungen und ihre Eigenschaften

Wir definieren die Stetigkeit von Abbildungen zwischen beliebigen metrischen Réumen
vOllig analog zum Fall reeller Funktionen. Wir werden sehen, dass sich wichtige Eigen-
schaften, die wir fiir stetige reelle Funktionen aus Kapitel 4 kennen, auf den allgemeinen
Fall iibertragen.

In diesem Abschnitt bezeichnen (X, dx) und (Y, dy) stets metrische Rédume.

Definition 7.13. Sei f: A C X — Y eine Abbildung.
1. f heifst im Punkt p € A stetig, falls zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, so dass gilt:

VeeAmit dx(p,z) <d = dy(f(p), f(z)) <e,
bzw., so dass fiir die Kugeln gilt:

f(Kx(p,0) N A) C Ky(f(p),e)-

2. Die Abbildung [ heif$t stetig, wenn sie in jedem Punkt p € A stetig ist.

Satz 7.15 (Folgenkriterium fiir Stetigkeit)
Eine Abbildung f : A C X =Y ist genau dann in p € A stetig, wenn fir jede Folge ()
in A, die gegen p konvergiert, die Bildfolge (f(xn)) gegen f(p) konvergiert.

Beweis. Der Beweis ist vollig anolog zum Beweis des entsprechenden Satz fiir reellwertige

Funktionen. O

Wie wir bereits fiir reelle Funktionen gesehen hatten, ist dieses Kriterium ein duflerst
niitzliches Hilfsmittel, um weitere Eigenschaften stetiger Abbildungen mit Hilfe von Grenz-
wertsétzen fiir konvergente Folgen zu beweisen. Zunéachst betrachten wir einige Beispiele,

die sofort aus dem Folgenkriterium folgen.

Beispiel 1:
a) Die identische Abbildung Idx : X — X, Idx(x) := z, ist stetig.
b) Die konstante Abbildung ¢, : X — X, ¢,(x) := p, ist stetig.
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Beispiel 2: Die Projektionen auf die Faktoren eines Produktraumes sind stetig:
Seien (Xi,dy),...,(Xk,d) metrische Rdume und (X, d) ihr kartesisches Produkt. Dann
ist jede Projektion
i X=X1x...x X}, — X
(1,...,Tk) — T

stetig.

Beispiel 3: Alle algebraischen Operationen auf dem Euklidischen Vektorraum R* sind
stetig, d.h.

die Summe +: R¥ x R¥ - R¥,
die skalare Multiplikation - R x RF = RF,
das Euklidische Skalarprodukt (,): RF x RF 5 R,
die Euklidische Norm |-]: R* =R

sind stetige Abbildungen. Dies folgt mit dem Folgenkriterium aus den Grenzwertsétzen
(Satz fiir Folgen im R¥.

Beispiel 4: Jede lineare Abbildung L : R¥ — R™ zwischen den Euklidischen Vektorriu-
men R* und R™ ist stetig.

Beweis: Sei (v,) eine Folge von Vektoren im R¥ mit v, = (vp1,...,v.s), die gegen einen
Vektor w = (w1,...,w;) € R* konvergiert. Dann konvergiert nach Satz fiir jedes
j=1,...,k die Komponentenfolge (v,;) gegen w;. Sei e; := (0,...,0, \1,_/ ,0,...,0) der

j.Stelle
j-te kanonische Basisvektor des R¥. Dann folgt aus der Linearitit von L und der Stetigkeit

der linearen Operationen auf R™:

—L(Ek:vnjej> va (e5) —>ij (ej) (ijey>: (w).
j=1

Nach dem Folgenkriterium ist L somit stetig.

Satz 7.16 Seien f : A C X - Y und g : B C Y — Z zwei Abbildungen zwischen
metrischen Ridumen, f(A) C B und go f : A C X — Z die Verknipfung von f und g.
Dann gilt: Ist f inp € A und g in f(p) € B stetig, so ist go f inp € A stetig.
Insbesondere ist die Verknipfung stetiger Abbildungen ebenfalls stetig.

Beweis. Analog zum Beweis des analogen Satzes tiber stetige reellwertige Funktionen. 0O

Satz 7.17 Sei f : A C X — Y] X ... X Yy eine Abbildung in das kartesische Produkt

metrischer Rdume und f = (f1,..., fr) die Komponentendarstellung von f:

@) = (@), ful)  VYreX.

Dann gilt: Die Abbildung f ist genau dann inp € A stetig, wenn jede Komponentenfunktion
fi:ACX =Y, j=1,...,k, in p stetig ist.
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Beweis. (=) Da f; = m; o f, folgt dies aus Beispiel 2 und Satz |7.16

(<=) Sei (xy) eine Folge in A, die gegen p € A konvergiert. Da alle f; in p stetig
sind, konvergiert (fj(z,)) gegen fj(p) € Y; fiir jedes j = 1,...,k. Somit konvergiert
(f(zn)) = ((fr(@n),- -, fr(zn))) gegen (fi(p),- .., fx(p)) = f(p), d.h. fist in p stetig. O

Dies entspricht dem von uns in Kapitel 6.4. fiir parametrisierte Kurven v : I ¢ R — RF
benutzten Stetigkeitsbegriff.
Neben dem Folgenkriterium ist auch das folgende topologische Kriterium fiir die Stetigkeit

von Abbildungen niitzlich:

Satz 7.18 (Topologisches Kriterium fiir Stetigkeit)
FEine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Rdumen ist genau dann stetig, wenn das
Urbild f~Y(U) C X jeder offenen Menge U C'Y offen ist.

Beweis. (=) Sei f: X — Y stetig und U C Y offen. Wir zeigen, dass das Urbild
AU ={z e X | f(z)eU}C X

dann ebenfalls offen ist.

Ist f~1(U) = 0, so ist die Behauptung erfiillt, da @) offen ist. Sei also f~1(U) # () und
p € f~Y(U) ein beliebig gewihlter Punkt. Dann gilt f(p) € U, und da U C Y offen ist,
existiert ein € > 0 mit Ky (f(p),e) C U. Da f in p stetig ist, gibt es ein § > 0, so dass

f(Kx(p,9)) € Ky (f(p),e) C U.

Aus der Definition des Urbildes folgt dann:

Kx(p,6) C [7H(U).

Somit ist f~(U) offen in X.

(<=) Sei f~1(U) C X offen fiir jede offene Menge U C Y. Wir zeigen, dass f stetig ist.
Wir wéhlen einen beliebigen Punkt p € X und ein beliecbiges ¢ > 0. Da die Kugel
Ky (f(p),e) in Y offen ist, ist nach Voraussetzung auch das Urbild f~'(Ky(f(p),¢))
in X offen. Es enthélt den Punkt p. Folglich existiert ein § > 0, so dass Kx(p,d) C
Y (Ky(f(p),e)). Nach Definition des Urbildes folgt daraus f(Kx(p,d)) C Ky (f(p),e).
Das bedeutet aber, dass f in p stetig ist. Da p € X beliebig gewahlt war, ist f stetig. 0O

Genauso wie fiir reelle Funktionen hat man fiir Abbildungen zwischen metrischen Rdumen

zwei starkere Stetigkeitsbegriffe.
Definition 7.14. Sei f: AC X — Y eine Abbildung zwischen metrischen Rdumen.
1. f heifst gleichmdfig stetig, wenn zu jedem € > 0 ein 0 > 0 existiert, so dass gilt:

Vp,ge A mit dx(p,q) <d = dy(f(p),f(q) <e.

(Im Unterschied zur Definition der Stetigkeit hdngt hier die Gréffe von 0 nur von e,

aber nicht von p oder q ab.)
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2. f heif$t lipschitzstetig, wenn es eine positive Konstante L € R™ gibt, so dass gilt:

dy(f(p), f(q)) < L-dx(p,q)  Vp,q€A.

L heifst Lipschitz—Konstante von f.

Satz 7.19 Sei f : AC X — Y eine Abbildung zwischen metrischen Rdumen. Dann gilt:

1. f ist lipschitzstetig = f ist gleichmafig stetig.
2. f ist gleichmdfig stetig = f ist stetig.

Beweis. Analog zum Beweis des analogen Satzes in Teil 1. ad

Beispiel 5: Jede lineare Abbildung L : R¥ — R™ zwischen den Euklidischen Vektorrium-
en RF und R™ ist sogar lipschitzstetig (Ubungsaufgabe).

Wir betrachten nun das Verhalten von stetigen Abbildungen auf zusammenhéingenden

Mengen und verallgemeinern den Zwischenwertsatz fiir reelle Funktionen.

Satz 7.20 Sei f : X — Y ecine stetige Abbildung zwischen metrischen Raumen. Dann ist

das Bild jeder zusammenhdngenden Menge ebenfalls zusammenhdngend.

Beweis. Sei A C X eine zusammenhdngende Menge. Wir wollen zeigen, dass dann auch
das Bild f(A4) C Y zusammenhéngend ist. Angenommen f(A) C Y wire nicht zusam-

menhéngend. Dann existieren offene Mengen U, V' C Y mit

- Unv =0,
~ f(A)cUuV,
— f(ANU#0 und f(A)NV £0.

Da f stetig ist, sind nach Satz die Urbilder f~Y(U) und f~1(V) ebenfalls offen.

Desweiteren gilt fiir diese Urbilder

- NV =1 UNnV) = F7H0) = 0.

- AC A cUUY) = IO U FTHY).

— Nach Voraussetzung existiert ein a € A mit f(a) € U und ein b € A mit f(b) € V.
Dann gilt: a€ ANf~YU)#0 und be AN f~YV)#0.

Folglich ist A nicht zusammenhéngend, was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist. O

Wir definieren noch einen weiteren Zusammenhangsbegriff fiir Teilmengen metrischer
Réaume (X, d).

Definition 7.15. Fine Teilmenge A C X heifit wegzusammenhdngend, falls zu je zwei
Punkten a,b € A eine stetige Abbildung w : [0,1] C R — X existiert mit w([0,1]) C A,
w(0) =a und w(l) =b.

Die Abbildung w heifit Weg in A von a nach b.
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Beispiel 6: Beziehung zwischen den beiden Zusammenhangsbegriffen

a) Fiir Teilmengen A C R sind die Zusammenhangsbegriffe dquivalent:
A zusammenhéngend A Intervall <= A wegzusammenhéngend.

b) In metrischen Rdumen ist jede wegzusammenhéngende Menge auch zusammenhéngend,
aber die Umkehrung gilt i.a. nicht (fiir ein Beispiel sieche O. Deiser: Analysis 2, Seite
198).

¢) Konvexe Mengen im Euklidischen Raum R*:

Eine Teilmenge A C RF heifit konver, wenn mit je zwei Punkten x,y € A auch die
Verbindungsstrecke 7y := {x + t(y — =) | t € [0, 1]} vollstandig in A liegt.
Jede konvexe Menge ist wegzusammenhingend, da die Abbildung w : [0,1] — A C R*,

w(t) ==z +t(y — x),

stetig ist und die Punkte x und y verbindet.
Zum Beispiel ist jede Kugel K (xg,r) und ihr Abschlufi konvex.

Der néchste Satz ist eine weitere Verallgemeinerung des Zwischenwertsatzes fiir reelle

Funktionen.

Satz 7.21 Sei f : X — Y eine stetige Abbildung. Dann ist das Bild jeder wegzusam-

menhdngenden Teilmenge ebenfalls wegzusammenhdngend.

Beweis. Sei A C X wegzusammenhéngend. Wir wollen zeigen, dass das Bild f(A) ebenfalls
wegzusammenhéngend ist. Seien z,y € f(A) zwei Punkte in f(A). Dann existieren a,b € A
mit z = f(a), y = f(b). Da A wegzusammenhéngend ist, gibt es einen (stetigen) Weg

w:[0,1] = A C X von a nach b. Wir betrachten die Abbildung fow:[0,1] — f(A) C Y.
Da f und w stetig sind, ist f o w ebenfalls stetig. Weiterhin gilt (f o w)(0) = f(w(0)) =
fla) =z und (fow)(l) = f(w(1)) = f(b) =y, d.h. fow ist ein Weg in f(A) von x nach
1. O

Als néchstes beschéftigen wir uns mit dem Verhalten von stetigen Abbildungen auf kom-
pakten Mengen. Die fiir stetige reelle Funktionen bekannten Aussagen kann man durch
Ersetzen der Metrik direkt auf den Fall von Abbildungen zwischen metrischen Raumen

iibertragen:

Satz 7.22 Sei f : X — Y eine stetige Abbildung. Dann gilt:

1. Das Bild jeder kompakten Menge ist kompakt.
2. f ist auf jeder kompakten Menge K C X gleichmdflig stetig.
3. Ist f insbesondere reell-wertig, so nimmt f auf jeder kompakten Menge K C X ein

Mazximum und ein Minimum an, d.h. es existieren Punkte &1, € K mit

f(&) < fla) < f(&) Vzek.
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Beweis. Beweis von 1. ist analog zum Beweis von Satz 4.12, Beweis von 2. analog zum

Beweis von Satz 4.14, Beweis von 3. analog zum Beweis von Satz 4.13. O

Definition 7.16. Eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei metrischen Rdumen heifst
Homéomorphismus, wenn f bijektiv ist und f und f~1 stetig sind.

Zwei metrische Rdume X und Y heiflen homoomorph, falls es einen Homdéomorphismus
f: X =Y gibt.

Bei hom6omorphen metrischen Raumen bleibt zwar die Abstandsmessung nicht erhalten,
aber alle topologischen Eigenschaften von Teilmengen (offen, abgeschlossen, kompakt, zu-
sammenhéngend, wegzusammenhéngend, ...,) iibertragen sich auf die Bildmenge. Die

Konvergenz einer Folge tibertragt sich ebenfalls auf die Konvergenz der Bildfolge.

Beispiel 7: Die inverse Abbildung einer bijektiven, stetigen Abbildung ist im Allgemeinen
nicht stetig, wie das folgende Beispiel zeigt:

Seien X = (0,1) U{2} € Rund Y = (0,1] C R, versehen mit der Standardmetrik
d(z,y) = |x — y|. Wir betrachten die Abbildung f : X — Y gegeben durch

t falls t€(0,1)
t) :=
) { 1 falls t=2.

f ist stetig und bijektiv. Aber f=1: (0,1] — (0,1) U {2} ist nach Zwischenwertsatz nicht
stetig.

Fiir kompakte metrische Radume gilt aber folgender niitzliche Satz:

Satz 7.23 (Satz iiber die Stetigkeit der inversen Abbildung)
Sei f: X — Y eine bijektive stetige Abbildung zwischen metrischen Rdumen und sei X
kompakt. Dann ist die inverse Abbildung f~1:Y — X stetig.

Beweis. Wir benutzen das topologische Kriterium fiir Stetigkeit (Satz . Sei U C X
offen. Wir zeigen, dass das Urbild (f~1)~1(U) = f(U) C Y offen ist.

DaU C X offen ist, ist X\U C X abgeschlossen. Da X kompakt ist, ist X\U C X ebenfalls
kompakt (Satz [7.11]). Dann ist nach Satz auch das Bild f(X \ U) in Y kompakt und
insbesondere abgeschlossen (Satz[7.10). Da f bijektiv ist, gilt f(X\U) = Y\ f(U). Also ist
die Teilmenge f(U) C Y offen. 0

Definition 7.17. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung f : X — X heifit

kontrahierend (oder Kontraktion), wenn sie lipschitzstetig mit einer Lipschitzkonstanten

0 < L <1 ist, das heifst wenn eine Konstante 0 < L < 1 existiert, so dass
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Fiir kontrahierende Abbildungen in vollstdndigen metrischen Radumen gilt der folgende sehr
niitzliche Fixpunktsatz, den wir fiir reelle Funktionen bereits kennen (I"Jbungsaufgabe 35,

Analysis 1).

Satz 7.24 (Banachscher Fixpunktsatz)

Sei (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum und f : X — X eine kontrahierende Abbil-

dung. Dann hat f genau einen Fixpunkt. Diesen Fixpunkt erhdlt man konstruktiv:

Sei xg € X ein beliebiger Punkt und x,, := fo...o f(xg) =: f"(xo). Dann konvergiert die
. —

Folge (z,,) gegen den Fizpunkt von f. n—mal

Beweis. (1) Eindeutigkeit des Fixpunktes: Angenommen es existieren zwei Fixpunkte £
und 1 von f, dh. es gelte f(§) = £ und f(n) = n . Aus der Kontraktivitdt von f erhalt

man
d(&,m) = d(f(&), f(n) < L-d(&,n).

Da aber 0 < L < 1 gilt, folgt d(&,n) =0, also £ = 7.

(2) Existenz des Fixpunktes: Sei xgp € X ein beliebig gewdhlter Punkt. Wir definieren

eine Folge von Punkten in X durch

Ty = f(tn1) = [P (@n-2) = ... = f"(20).
Dann gilt

d(Tnt1,n) = d(f(0), f(Tn-1))
<L- d(xmwn—l) =L- d(f(xn—l)a f(xn—Q))
< L. d(xn—l, xn—?) = L*- d(f(xn—2)7 f(l’n_g))

< L"-d(z1,x0).
Fiir n > m folgt mit der Dreiecksungleichung und der Formel fiir die geometrische Summe

d(l’n, xm) < d(urn,xn—l) + d(mn—la xn—Q) +... .+ d(xm—l-laxm)
< (Lnil + ...+ Lm) . d(wo,l'l)

=L™(L°+ L' 4. 4+ L™ - d(zo, 1)
1
1- L d($0,$1)
1
S Lm . ﬁ . d(.’]}o,xl).

Da 0 < L < 1, ist (L™) eine Nullfolge. Somit ist (z,) eine Cauchyfolge in X. Da der

metrische Raum X vollsténdig ist, konvergiert diese Cauchyfolge gegen einen Punkt £
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aus X. Wir zeigen nun, dass dieser Grenzwert ¢ der gesuchte Fixpunkt von f ist. Dazu

betrachten wir

d(f(£), &) < d(f(§), zn) + d(zn,§)
= d(f(&), f(xn_1)) + d(zn,£)
< Ld(€ xn_1)+d(zn, ).
— ~——

—0 —0

Daraus folgt d(f(£),&) =0, also f(&) =&. O

Abschlieflend beweisen wir einen Satz, der zeigt, dass alle Eigenschaften, die wir in diesem
Kapitel fiir den Euklidischen Raum R¥ bewiesen haben, auch gelten, wenn wir den R* mit

einer beliebigen Norm versehen.

Satz 7.25 Sei RF der Euklidische Vektorraum mit der Euklidischen Norm || - || und sei
N :RF - R eine weitere Norm auf R*¥. Dann gilt:

1. N :R* — R ist lipschitzstetig.

2. Es emistieren Konstanten a,b € R™, so dass
a-llz]] < N(z) < b- |z vz e RF.
Beweis. 1) Wir zeigen mittels der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und der Normei-
genschaften die Existenz von b € R™:
k

Sei x € RF und z = > xje; die Basisdarstellung von z beziiglich der kanonischen Basis

j=1
(e1,...,e) im R¥. Dann gilt:

k k

A
N(z) = N(ijej) < ZN zje;) Z|xJ|N €;)
j=1 =

7j=1

B

=:6>0

2) Fiir eine Norm N gilt die umgekehrte Dreiecksungleichung
N@) - N@)| < N@—-y) Va,ycR- (7.1)

Dies folgt aus zweifacher Anwendung der Dreiecksungleichung fiir N

N(@) =Ny + (@ —y) < Ny)+ Nz —y),
YN
<

N(y)=N(z+(y—2)) < N(@)+ Ny —=z) = N(z)+ Nz —y).



72 7 Metrische Rdume und stetige Abbildungen

Durch Umstellen erhalten wir +( N(z) — N(y) ) < N(z — y). Also gilt (7.1)).
3) N ist lipschitzstetig mit der Lipschitz-Konstanten b € RT, da

2) 1)
IN(z) =N(y)| < N@e—y) < b-lla—y| VayeR"

4) Wir zeigen die Existenz von a € R*:
Fiir x = 0 gilt die im Satz behauptete Ungleichung immer. Sei also x # 0. Dann gilt

NG =N () = el N () 72

Da || el | = ||x” = 1, liegt 7y in der Euklidischen Sphare Skl = {y e R* | ||y|| = 1}.
Die Abbildung N : R¥ — R ist stetig und die Menge S*~! C RF ist kompakt. Folglich
existiert das Minimum

a:=min{N(y) | y € S¥71}

(Satz [7.22)). Dann ist a = N(p) fiir ein p € S¥~1, also a > 0. Aus (7.2)) folgt dann
N(z) > ||z - a Ve RF 0
Als Konsequenz erhalten wir

Satz 7.26 Sei || - || die Euklidische Norm und N eine weitere Norm auf dem Vektorraum
R*. Dann stimmen alle topologischen Eigenschaften von (R, - ||) und (R*, N) diberein.
D.h. fiir Folgen (x,) im R¥ und fiir Teilmengen A C R¥ gilt:

1. (zn) konvergiert gegen p in (R*,||-]) <= (zn) konvergiert gegen p in (R N).

2. (zy) ist Cauchy-Folge in (R*,||-|) <= (x,) ist Cauchy-Folge in (R¥, N).

3. A ist offen (abgeschlossen, beschrankt, kompakt, zusammenhdngend bzw. wegzusam-
menhdngend) bzgl. ||-|| genau dann, wenn A offen (abgeschlossen, beschrinkt, kompakt,

zusammenhangend bzw. wegzusammenhdngend) bzgl. N ist.

Insbesondere ist der normierte Vektorraum (R*, N) fiir jede Norm N wollstindig.

Beweis. Aus der Abschatzung in Satz folgt fiir die Kugeln K¢ (x,¢) bzgl. der Norm
| - || und Kn(z,e) bzgl. der Norm N:

Keu(z,6) C Kn(z,b-¢) wnd  Kn(z,¢) C Keu(, §> Ve 0.

Da Konvergenz von Folgen, Cauchy-Folgen, offene und beschrankte Mengen mittels
Abstianden bzw. e-Kugeln definiert sind, folgt die Aquivalenz dieser Eigenschaften fiir
| - || und N. Abgeschlossene und kompakte Mengen sind durch Konvergenzeigenschaften
von Folgen charakterisiert. Folglich stimmen diese Eigenschaften fiir beide Normen tiber-
ein. Der Zusammenhang ist durch offene Mengen, der Wegzusammenhang durch stetige
Abbildungen, also ebenfalls durch Konvergenzeigenschaften charakterisiert, folglich stim-

men auch diese Eigenschaften fiir beide Normen tiberein. a
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Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer reeller

Variablen

Nachdem wir in Kapitel 5 die Differentialrechnung fiir Funktionen einer reellen Variablen
behandelt haben, wollen wir uns jetzt mit Funktionen bzw. Abbildungen befassen, die von
mehreren reellen Variablen abhéingen, d.h. mit Abbildungen der Form f: U C R¥ — R™.
Auch fiir solche Abbildungen werden wir einen Differenzierbarkeitsbegriff einfithren, der
der Abbildung f in jedem Punkt p € U eine Ableitung zuordnet. Aus den Eigenschaften
der Ableitung mochte man wieder Schliisse fiir die Eigenschaften von f selbst ziehen.
Fiir eine Abbildung f : U € R¥ — R™ ist die Ableitung im Punkt p € U eine lineare
Abbildung vom RF in den R™. Lineare Abbildungen sind im Gegensatz zu beliebigen
Abbildungen sehr ”einfach”. Durch die lineare Struktur kann man mit ihnen sehr gut
umgehen (siehe die Vorlesungen iiber lineare Algebra). Wir kénnen also Methoden der
linearen Algebra benutzen, um mit Hilfe der Ableitungen analytische Eigenschaften von
beliebigen Abbildungen f : U € RF — R™ zu untersuchen. Uns interessieren dabei z.B.
folgende Fragen:

e Wie kann man lokale Extrema von Funktionen f: U C R* — R finden?

e Wie kann man Tangentialebenen an Flichen im R3 berechnen.

e Wann gibt es Losungen der Gleichung f(x1,...,xx) = 0. Wie sieht Losungsmenge aus?
e Wie kann man einer Abbildung f : U € R*¥ — R* ansehen, ob sie (wenigstens lokal)

umkehrbar ist? Wann ist sie eine Koordinatentransformation?

Fiir die Differentialrechnung spielt neben der linearen Struktur der benutzen Radume wieder
die Konvergenz von Folgen eine entscheidende Rolle. Wir versehen deshalb die Raume
R* bzw. R™ mit der Euklidischen Norm || - || und betrachten den dadurch induzierten
Konvergenzbegriff. Wie wir aus Kapitel 7.4 wissen, ist es fiir Konvergenzfragen allerdings

egal, welche Norm auf dem R¥ bzw. R™ wir benutzen.

In den Vektorrdumen R¥ benutzen wir oft die kanonische Basis (e1,...,ex), wobei
k
ei:=(0,...,0, 1 ,0,...,0) € R".
i.Stelle

Im folgenden seien die Definitionsbereiche U C R* der Abbildungen immer offene Teil-

mengen, d.h. jeder Punkt p € U ist ein innerer Punkt.
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8.1 Differenzierbare Abbildungen, das Differential, die
Richtungsableitungen und die partiellen Ableitungen

Bevor wir uns mit der Differenzierbarkeit von Abbildungen mehrerer reeller Variablen
befassen, erinnern wir uns nochmal daran, wie wir die Differenzierbarkeit fiir Funktionen
einer Variablen in Kapitel 5 definiert hatten:

Eine Funktion f: U C R — R heifit in p € U differenzierbar, wenn der Grenzwert

iy @+ 1) — f(D)

h—0 h

= f'(p) ER (8.1)

existiert. Den Begriff des Grenzwertes kann man fiir Abbildungen mehrerer reeller Varia-

blen genauso definieren wie fiir reelle Funktionen einer Variablen.

Definition 8.1. Sei ¢ : U C RF — R™ eine Abbildung.
Man sagt: ¢ besitzt in g € U den Grenzwert y € R™, wenn fir jede Folge (zy,) in U \ {q},
die gegen q konvergiert, die Bildfolge (¢(xy,)) gegen y konvergiert.

Bezeichnung: lim ¢(x) = y.
T—q

Die Bedingung (8.1)) lasst sich auch schreiben als

i S @+ 1) = fp) = f'(0) R _
h—0 h

oder in der Form

f+h)=f(p)+ f(p)-h+mr(h),

wobei 7,(h) € R ein Fehlerterm ist, fiir den

hm Tp (h)

h—0 h =0

gilt. Die Zuordnung L :h € R+ f'(p)-h € R ist dabei eine lineare Abbildung.
Das motiviert die folgende Definition fiir Abbildungen, die von mehrerer reellen Variablen

abhangen:

Definition 8.2. Eine Abbildung f : U C R¥ — R™ heifit in p € U differenzierbar, wenn
eine lineare Abbildung L : RF — R™ egistiert, so dass gilt

i S @ 1) — f(p) — L(h)
h—0 IRl

= 0. (8.2)

Die lineare Abbildung L : R¥ — R™ heifit Ableitung von f in p oder auch Differential von
finp. Wir bezeichnen die Ableitung bzw. das Differential mit L =: df,.
f:UCRF S R™ heifit differenzierbar, wenn f in jedem p € U differenzierbar ist

! In den Ingenieurwissenschaften sagt man auch f ist in p total differenzierbar und nennt df, das totale

Differential von f in p.
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Die Bedingung (8.2)) ist dquivalent zu
_|fp+h) = flp) — LA

1 =0. .
i i ’ (5
Wir koénnen (8.2) auch in der folgenden Form schreiben:
h
fp+h) = f(p)+ L(h) +r(h) mit  lim rp(h) = 0. (8.4)
h—0 Al

Satz 8.1 Sei f: U C R¥ = R™ in p € U differenzierbar. Dann gilt:

1. Das Differential df, RF — R™ st eindeutig bestimmit.

2. f istin p stetig.

3. Sei f=:(f1,...,fm):UCRF—=R™ die Komponentendarstellung von f.
Die Abbildung f ist genau dann in p € U differenzierbar, wenn jede Komponente
fi,--oy fm inp e U differenzierbar ist. In diesem Fall gilt

dfy = ((df1)p, - - (dfm)p)-

Beweis. Zu 1) Seien L, L : R¥ — R™ zwei lineare Abbildungen mit

f(p+h) = f(p) = L(h) +rp(h) = L(h) +7p(h)

s Te(h) g Tp(h)
und }IZII% II\)hII —}ILII% ﬁhH = 0. Dann folgt
. L(h) — L(h)
1 =0. .
lim T 0 (8.5)

Da beide Abbildungen linear sind, gilt L(0) = L(0) = 0. Sei nun z € R¥, 2 # 0 und
t € R*. Wir setzen in (8.5) h := tz mit t — 0T ein. Wegen der Linearitit von L und L

erhalten wir

Also ist L(z) = L(z) fiir alle z € RF.
Zu?2) Sei f:U C R¥ — R™ in p € U differenzierbar. Wir benutzen das Folgenkriterium,

um die Stetigkeit von f in p € U zu zeigen. Sei (z,,) eine gegen p konvergente Folge in U

und z,, # p. Dann gilt nach Dreiecksungleichung

1f(@n) = F() < WS (@n) = f(p) = L(xn — p)I| + [ L(zn — D)

£ @) = £0) = L(wa — )]
[ — o

—0

|lzn = pl + | Lzn —p)|] -
—_— Y

—0 —0

Die ersten beiden Konvergenzen folgen aus der Definition der Differenzierbarkeit und der

Stetigkeit der Norm. Fiir die dritte Konvergenz benutzen wir aulerdem die Stetigkeit der

75
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linearen Abbildung L. Folglich konvergiert die Folge (f(xy)) gegen f(p), d.h. fistinp € U
stetig.
Zu 3) Die Bedingung

i £ @+ R — fp) = L(R)

=0
h—0 It

fiir eine Abbildung L : RF — R™ ist Aquivalent zur Bedingung an die Komponenten

i 7 (p+h)—filp) — L;(h)
h—0 Al

=0 Vi=1,...,m,

wobei L =: (Ly,..., Ly) die Komponenten von L bezeichnen. L : R*¥ — R™ ist genau
dann linear, wenn alle Komponenten L; : R*¥ — R linear sind. Somit ist f genau dann

in p differenzierbar, wenn alle f1,..., f5 in p differenzierbar sind und es gilt df, = L =
(L1,..., L) = ((df1)p, - -, (dfm)p)- a

Beispiel 1: Fiir Abbildungen f : U C R — R™, die nur von einer reellen Variablen
abhéngen, stimmen die bisherigen Ableitungsbegriffe iiberein, wenn man den Vektorraum
R™ mit den linearen Abbildungen L(R,R™) identifiziert. Es gilt:

f'(p) = f'(p) -1 =dfp(1) €R™.

Beispiel 2: Das Differential einer linearen Abbildung.
Eine lineare Abbildung L : RF — R™ ist in jedem Punkt p € R* differenzierbar und es gilt
dL, = L fiir alle p € RE:
Beweis: Wegen der Linearitat von L gilt
L)~ L(p) L) L)+ L)~ L)~ L(h) . 0
h—0 17l h—0 Rl h—0 ||h]|
—~—

=0

0.

L erfiillt also die Bedingungen fiir das Differential, folglich ist L = dL,,.

Definition 8.3. Sei f : U C R¥ — R™ eine Abbildung und a € R* ein fizierter Vektor.
Man sagt: f besitzt in p € U eine Ableitung in Richtung a, falls der Grenzwert

Vaf(p) := lim flp+ ’53;) — f(p)

eR™ (hier istt € R)

existiert. Dieser Grenzwert heifit die Richtungsableitung von f in Richtung a an der Stelle

p.

Bei der Richtungsableitung wird die Abbildung f also nur entlang des Geradenstiickes
{p+ta|te (—¢e,e)} CU betrachtet. Bezeichnet p, : (—e,&) — R™ die Abbildung

pa(t) :== f(p +ta),

so gilt

Vuiip) = i P _
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Satz 8.2 Ist f : U C RF — R™ inp € U differenzierbar, so besitzt f in p in jeder Richtung
a € R* die Richtungsableitung und es gilt

dfp(a) = Vaf(p).

Beweis. Sei f in p differenzierbar, df, : R* — R™ das Differential und a € R*. Fiira=0
folgt die Behauptung aus der Linearitat von df,. Fiir a # 0 betrachten wir A = ta. Dann

gilt nach Definition der Differenzierbarkeit und der Linearitat von df,:

0= i W@ H1R) = F0) —dfplta)] _ 1 [ fe i) = f) el
lim ftal lall =0 t
Damit existiert f(p+ta) — f(p)
Vaf(p) = }E}% p i p) _ dfp(a). O

Beispiel 3: Eine Abbildung kann in einem Punkt p alle Richtungsableitungen besitzen,
ohne in diesem Punkt differenzierbar zu sein.
Wir betrachten dazu die Funktion f : R? — R, definiert durch

Fx falls (a,y) # (0,0),
Y o
fy) {O ’ falls (z,y) = (0,0).

Die Funktion f ist im Punkt p := (0,0) nicht stetig, also auch nicht differenzierbar. Um
(2, ). Dann gilt

dies einzusehen, betrachten wir die Folge (a,) mit a, := (-7, -

an = (5, 1) 5 (0,0),  flan) = w2 = L — 1 £ £((0,0)),

1, 1
n4+n4

Folglich ist f in p = (0,0) nicht stetig.

Es existieren aber alle Richtungsableitungen Va f(p). Ist a = (0,0), so folgt aus der Defi-
nition sofort Vaf(xg) = 0. Fiir einen beliebigen Vektor a = (aj,az2) € R? mit a # (0,0)
gilt:

flp+ta) — f(p)  f(ta) t3a1a3 aia3 150 { % a; # 0,

= = = —
t t t(t2a? +t*a3) a2+ t2aj 0 a;=0.

Somit existiert Vaf(p) fiir alle a = (a1, as) € R2.

Wichtige Richtungsableitungen sind die Richtungsableitungen in Richtung der Koordina-

tenachsen, d.h. in Richtung der kanonischen Basisvektoren e, ..., ej des R¥.

Definition 8.4. Sei f : U C R¥ — R™ eine Abbildung und p € U.
Man sagt: f besitzt in p € U die partielle Ableitung nach der i-ten Koordinate, wenn die
Richtungsableitung V., f(p) von f in p in Richtung e; existiert.

Bezeichnung:
of . o flp+te) = fp) m
oz, (p) := Ve, f(p) = lim ; € R™
f heifst partiell differenzierbar, wenn alle partiellen Ableitungen
o of = OL .y cRF—R™ egistieren.

Ox1?’ Ox2’ ) Oz,

7
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Sei p = (p1,...,px) und @; : (p; —e,p; +¢) C R — R die Funktion

wi(x) = f(P1,- -, Pi—1, T, Dig1, - Pk)-

Dann gilt nach Definition

L) = ¢l(o0).

Dies motiviert den Namen partielle Ableitung nach der i-ten Koordinate. Man halt alle
Koordinaten aufler der i-ten fest und leitet im tiblichen Sinne nach der i-ten Koordinate
ab.

Beispiel 4: Wir betrachten die Abbildung f : R? — R, definiert durch f(x,y) = sin(zy?).

Die partiellen Ableitungen sind dann

ﬂ 2 2 ﬂ _ 2
5, (&Y) =y~ cos(zy”) und By (z,y) = 2zy cos(zy”).

Satz 8.3 Ist f : U C RF — R™ in p € U differenzierbar, so existieren die partiellen

Ableitungen %(p), e 387];(]9) und es gilt
~, L Of . ‘
dfp(h) = h;- oo (P),  wobei h=(hy,....hy) € RE. (8.6)
i=1 ¢

Beweis. Nach Satz wissen wir, dass die Richtungsableitungen V., f(p), und somit die

partiellen Ableitungen von f in p € U existieren. Aulerdem folgt aus der Definition der

k
partiellen Ableitungen fir h = (hy,...,hg) = > hie;:
=1

df, (h dfp<2hez> Zh df, (e;) Zh O

Mit der Formel (8.6)) kann man die Differentiale einer differenzierbaren Abbildung mit Hilfe
der partiellen Ableitungen ausrechnen. Es gilt aber noch mehr! Die partiellen Ableitungen
sind ein wichtiges Hilfsmittel, um festzustellen, ob eine Abbildung f : U ¢ R¥ — R™
tuberhaupt differenzierbar ist. Wir wissen aus Beispiel 3, dass die partiellen Ableitungen
existieren konnen, ohne dass die Abbildung differenzierbar ist. Es gilt aber folgender star-
ker Satz.

Satz 8.4 (Hauptkriterium fiir Differenzierbarkeit)

Sei f:U C RF — R™ eine Abbildung und p eU.

Wenn die partiellen Ableitungen 8‘%, ceey 8x :U C RF = R™ (auf der gesamten Menge
U!) existieren und im Punkt p € U stetig sind, dann ist f in p € U differenzierbar.

Beweis. Auf Grund von Satz Punkt 3) geniigt es, die Behauptung fiir reellwertige
Abbildungen zu beweisen. Sei also nun f : U C R* — R reellwertig, p = (p1,...,px) und
h = (hi,...,h;) € R¥ so klein, dass h € K(p,e) C U. Dann gilt
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f(p+h) _f(p) :f(p1+h1)p277pk)_f(p17)pk)
+ f(pl +h’17p2 + h25p37"' 7pk) - f(pl +hlap27"° 7p1€)
+ f(p1 + h1,p2 + ha, p3 + b3, pa, ..., pk) — f(p1 + ha,p2 + a2, ps, ..., Dk)

+ f(p1+he, .. pp+he) = f(pr+h1, . Pe—1 + hi—1,Pk) -

Wir betrachten die Funktion ¢q(z) := f(x,pa,...,pr). Nach Voraussetzung existiert die
Ableitung ¢ (x) = 8951 (x,p2,...,pr) fir alle x zwischen p; und p; 4+ h;. Wir wenden den
Mittelwertsatz der Differentialrechnung auf ¢; an, und erhalten eine Zahl &; zwischen p;

und p; + hi, so dass gilt
of
f (pl + h17p27 cee 7Pk:) - f (pla CIEIR 7pk) = hl : 87371 (517])2) .. apk) .
Analog existiert fiir alle j € {2,...,k} ein & zwischen p; und p; + hj, so dass gilt

for+hi,...,pj +hj,pjs1s-- oK) — fF (01 + hay oo pj—1 + hj—1, 05, Dj+1, - -, Pk)

of
=hj-=——(p1+hi,....pj-1+hj—1,&,Dj41, - Dk )-
al‘j

N~

=:cj=c;(h)
Folglich gilt B N .
o130 -8 = S 0+ 3o (r- ).
J=1 Jj=1 j=1
=:L(h), L linear = rp(h)
Es bleibt zu zeigen, dass ]1112% r’l’h}ﬁ) = 0. Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhal-
ten wir:

k
o= |30y (5t = 52 w) | 2 -,
j=1

=:bj =b;(h)
wobei b := (by, ..., by). Folglich gilt
h
o< mel < pow.

Fiir h — 0 gilt ¢j(h) — p und somit wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen in p
auch b;(h) — 0, also ||b(h)|| — 0. Daraus folgt

ralh)] _

h—0 |||

Folglich ist f in p € U differenzierbar und es gilt

k
dfp(h Z - 8x j

79
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Geometrische Bedeutung der Ableitung

1. Zur Erinnerung: Fir eine reelle differenzierbare Funktion, die von einer Variablen
abhdngt, beschreibt man mit Hilfe der Ableitung die Tangente an den Graphen von f.
Sei f:U C R — R eine differenzierbare Funktion. Dann ist ihr Graph eine Kurve im R?:

K :={(z, f(z)) | z € U} C R*

Sei p € U. Die Tangente an K im Punkt P := (p, f(p)) ist der Graph der Funktion
Ti(f,p) : R — R mit

Ti(f,p)(z) :== f(p)+ f'(p)(z —p) (1. Taylorpolynom = Tangentenfunktion),

d.h.
TanpK = {(z,f(p) + /' ()@ —p)) | « € R}
I (o S w) + - (1 () | hERY
= P—FR(l,f/(p)) CR2'
A
J)+ f'(p)h Tangente Tanp K

......................................................

Kurve K

/ 0 p pth

2. Fir eine reelle differenzierbare Funktion, die von zwei Variablen abhdngt, beschreibt

\

man mit Hilfe der Ableitung die Tangentialebene an den Graphen von f.
Sei f: U C R? = R eine differenzierbare Funktion. Der Graph von f ist in diesem Fall

eine Fliache im R3:
F:={(z,y, f(z,y)) | (z,y) € U} C R®.

Sei p € U und df, : R? — R das Differential von f in p. Fiir jeden Vektor a € R? mit
a # 0 betrachten wir die Funktion

Pa:t € (=e,6) = f(p +ta),

die das Verhalten von f entlang des Geradenstiickes {p+ta |t € (—¢,e)} C U beschreibt.
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Vielen Dank an Christoph Stadtmidiller fiir die beiden Flachenbilder.

Der Graph K, von ¢, ist eine Kurve auf der Flache F', die durch den Punkt
P = (p, f(p)) = (p, va(0)) lauft. Wir wenden 1) auf die Funktion ¢, an und erhalten fiir
die Tangente an K, im Punkt P = (p, f(p))

TanpKa = {(p + ta, pa(0) + ¢, (0) - t | t € R}
={(p+ta, f(p) + Vaf(p) -t |t €R}

={(p, f(p)) + 1t (a,dfp(a)) | t € R}
=P+R-(a dfp(a)).

Die Ebene, die von allen diesen Tangenten Tanp K, fiir a € R?, gebildet wird, nennt man
die Tangentialebene an die Fliche F' im Punkt P und bezeichnet sie mit TanpF'. Fir die

Tangentialebene gilt also:

TanpF = P+{(a,dfy(a)) | a € R*}
Basiseq,e
= PHR-(1,0,55 () +R- (0,1, E (). (8.7)
Die Tangentialebene an die Flache F' im Punkt P kann man ebenfalls als Graph des
1. Taylorpolynoms Tyi(f,p) : R?> — R beschreiben:
Das 1. Taylorpolynom ist in diesem Fall ein Polynom vom Grad 1 in den zwei Variablen

x und y:

Ty(f,p)(w,y) == f() + @)@ —p1) + 5EW)y—p2) (1. Taylorpolynom

= Tangentialebenenfunktion).

Aus folgt flir die Tangentialebene durch Einsetzen der Parameter x — p; und y — po
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TanpF = {(z,, f(p) + L @)@ — p1) + ZL0)(y — p2) | (2,9) € R?}.

Wir werden auf die Taylorentwicklung fiir Abbildungen, die von mehreren Variablen

abhéngen, in Abschnitt 8.4 zuriickkommen.

8.2 Kettenregeln und Mittelwertsatze

Fiir die Differentiale gelten die gleichen Rechenregeln wie fiir die Ableitungen von Funk-

tionen einer reellen Variablen.

Satz 8.5 (Rechenregeln fiir Differentiale)
Seien f,g:UCRF S R™, ¢,¢:UCRF >R undpeU.

1. Sind f und g in p differenzierbar, so ist f + g in p differenzierbar und es gilt

d(f +g)p = dfp + dgp.

2. Sind f und ¢ in p differenzierbar, so ist ¢ - f in p differenzierbar und es gilt

d(e - flp =dpp - f(p) + @(p) - dfp.

3. Sind f und ¢ in p differenzierbar und 1 (p) # 0, so ist % in einer Umgebung von p

definiert, in p differenzierbar und es gilt

N dfp-(p) — f(p) - diyp
5, ="

Beweis. Die Aussagen 1) und 2) beweist man durch Nachpriifen der Bedingung (8.4]). Die
Aussage 3) folgt aus der Produktregel 2) und der bereits bekannten Quotientenregel fiir

Funktionen einer Variablen:

i(2) = (LY 0=t

Wir lassen die Ausfiihrung als Ubungsaufgabe. a

Satz 8.6 (Kettenregel fiir Funktionen mehrerer Variablen)
Sei f:U CRF = R™ inp differenzierbar, g : V C R™ = R" in q:= f(p) differenzierbar
und f(U) C V. Dann ist die Verkniipfung go f : U C R¥ = R" in p differenzierbar und
es gilt

d(go f)p=dgsp) © dfp.

Fir k =1 gilt insbesondere: (g o f)(p) = dgs) (f'(p))-
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Beweis. Wir setzen L := df, und L:= dgy und betrachten die Abbildungen

z) — f(p) — L(z — p),
y) —9(q) — L(y — q),
o(x) == (go f)(x) = (go f)(p) — (Lo L)z —p).

Nach Voraussetzung gilt

im P(2) =0 und lim ly) =0. (8.8)
z=p ||z —pl| v=a [ly — 4|

Es ist zu zeigen, dass hm L T ol )H 0 gilt. Da

o(x) = g(f(x)) = 9(f(p)) — L(L(z — p))
= 9(f(2)) = g(a) = L(f(2) = f(p)) — p(2))
= 9(f(«)) = g(a) = L(f(«) — q) + L(p(2))
= ¢(f(2)) + L(p(x)),
gentiigt es dazu ill)r}lj ”L”(x( |))” 0 und leg;) ||1/|)( (2 ﬂ)” 0 zu zeigen. Wir benutzen dazu

die Abschiitzung von ||L(z)|| und ||L(¢(z))|| durch die Operatornormen. Da L : RF — R™
und L : R™ — R™ linear sind, gilt fiir alle z € U

L@ <L) - llzl] - und
IZ(p@@D] < IZ] - ()],

wobei ||L| und ||L| die Operatornormen von L bzw. L sind (siehe Ubungsaufgabe 23,
Analysis 2).

iy LLe@)] _
1) lim To—p — 0 denn

0 < tim JZEON 7y Ie@]
z=p |z —p| 25p [z — pl]
N————
=0 nach ({8.8)

2) lim U@ _ .
q:—)p ” p” ’

Nach (8.8)) gilt hm ‘|‘|¢(y)|‘|‘ = 0. Folglich existiert fiir jedes € > 0 ein § > 0, so dass

[P(f@) <e-lf(z) —qll  firalle z € U mit [[f(z) —q] <9
Da f in p stetig ist, existiert ein §; > 0, so dass
|f(z) —q|| <& fiir alle z € U mit ||z — p|| < d;.

Fiir z € U mit ||z — p|| < 01 gilt also
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[P(fE) <e-l1f(z) —qll = - [l(z) + Lz = p)
<e- @) +e-[IL] - llz = pl

und damit

el [ @)l
lz—pll | — pl|

—0 firx —p

Ye L] Yie—p| <y

Wir erhalten daraus

0 < limsup ——~—41 v (f ( ))”

zop Iz = pll

o (f )l

5 e —pll

e Il Ve>0

und somit
=0.

Damit ist die Kettenregel bewiesen.

Ist k=1,s0ist go f: U C R — R" eine Funktion, die nur von einer reellen Variablen
abhéngt. Dann erhalten wir die folgende spezielle Form der Kettenregel fiir die Ableitung
in p:

(go f)(p) = (go f)(p)-1=d(go [)p(1) = dgys) (dfp(1)) = dg( s (f'(P))-

Satz 8.7 (Kettenregel fiir partielle Ableitungen)

Seien g1,...,gn : U C RF 5 R reellwertige Funktionen, die in p € U differenzierbar sind.
Sei V.C R™ eine offene Menge mit (g1,...,9,)(U) CV und f:V C R*™ — R™ eine in
(91 (p),. .. ,gn(p)) differenzierbare Abbildung. Dann ist die Abbildung F : U C RF — R™,

F(x) = f(gl($)7 cee agn(x))a

in p € U differenzierbar und fiir ihre partiellen Ableitungen gilt

oF "0 0g; .
() = jzay-’;( )0 ®) L), =k

Ist k =1, so gilt insbesondere:

a; P> 9n(D)) - 95 (D).

.

7j=1
Beweis. Wir betrachten g : U C R¥ — R" definiert durch g(z) := (g1(z),...,gn(z)).
Dann gilt F' = f o g und nach Kettenregel fir die Differentiale dF), = df(,) o dgp. Fir die
partiellen Ableitungen folgt daraus

gi. (p) = dFp(ei) = dfy(p) (dgp(e:)) = dfg(m(Z(dgj)p(ei) : ej)

J=1

=y (X G 0)e5) = D 5 (0) - diyiey)

j=1 7j=1
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Mit Hilfe der Kettenregeln kann man den Mittelwertsatz fiir reelle Funktionen verallge-

meinern.

Satz 8.8 (Mittelwertsatze fiir Funktionen mehrerer reeller Variablen)

1. Sei f : U C R" — R eine differenzierbare reellwertige Funktion und x,y € U zwei
Punkte in U, fir die die gesamte Strecke Ty zwischen x und y ebenfalls in U liegt.

Dann existiert ein £ € Ty mit £ # x, £ # y, so dass

fy) = f(2) = dfe(y — ).

2. Sei f : [a,b] = R™ stetig und auf (a,b) differenzierbar, dann existiert ein n € (a,b), so
dass

1£() = f@)l < ILf )l - (b —a).
Beweis. Zu 1) Wir betrachten die reelle Funktion ¢ : [0, 1] — R definiert durch

p(t) = flz +t(y — ).
Nach Voraussetzung ist ¢ auf [0, 1] differenzierbar. Daher exis-

tiert nach dem Mittelwertsatz von Lagrange ein 6 € (0,1) mit

p(1) = (0) = ¢'(0) - (1 = 0) = &'(0). Uik
Nach Definition von A und aufgrund der Kettenregel ist dies dquivalent zu
Fu) = Fa) = h(1) = h(O0) = K'(6) = dfy | gy — o) (v — ) = dF(E)(y ).
—_————

=:£

Zu 2) Wir betrachten die reelle Funktion ¢ : [a,b] — R, definiert durch das Skalarprodukt

o(t) == (f(b) = fla), f(1))-

¢ ist auf [a, b] stetig und auf (a,b) differenzierbar. Nach dem Mittelwertsatz von Lagrange

existiert ein 1 € (a,b) mit

¢(b) = ¢la) = (b—a) - ¢'(n) = (b —a) - {f(b) = f(a), f'(n)).

Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt dann

|6(b) = ¢(a)l < (b —a) - [(f(0) = fla), f' ()] < (b—a)- [ £(b) = Fa)ll - ILF ().

Andererseits ist

¢(b) — p(a) = (f(b) — f(a), f(b) = f(a)) = | f(b) = f(a)]*.

Daraus folgt die Behauptung

1£(0) = f(a@)ll < (0= a)[lf' (.
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Wir betrachten zwei Anwendungen der Mittelwertsétze.

Satz 8.9 Sei f : U C RF — R™ differenzierbar und U offen und wegzusammenhdingend.
Dann ist die Abbildung f genau dann konstant, wenn df, =0 fir allep € U.

Beweis. Wegen Satz 3) geniigt es, die Behauptung fiir jede Komponente von f, d.h.
fiir reellwertige Funktionen zu beweisen. Sei also oBdA f: U C R¥ — R.

(=) Wenn die Abbildung f konstant ist, so gilt fiir die Richtungsableitung in jedem
Punkt p € U und in jeder Richtung a € R¥

flo+ta)—f(p) .. 0

dfy(a) = Vaf(p) = lim , =lim > =0.

Somit ist df, = 0 fiir alle p € U.

(<) Sei df, = 0 fiir alle p € U und sei z9 € U ein fixierter Punkt. Da U offen ist,
existiert ein e(zg) > 0, so dass K (zo,e(xg)) C U. Die Kugel ist konvex, folglich liegt fiir
jedes z € K (xg,e(xo)) mit z # o die Strecke Toz ebenfalls in K (xg,e(zo)). Nach Satz

existiert ein £ € oz mit

Vor.
f(2) = f(xo) = dfe(z —20) =" 0.
Folglich ist f auf der Kugel K (z9,e(xo)) konstant mit dem Wert f(xq).
Seien nun p, q € U beliebige, aber fixierte Punkte. Da U wegzusammenhéngend ist, exis-
tiert eine stetige Abbildung o : [0,1] — U C R* mit ¢(0) = p und o(1) = ¢q. Die Menge
der Kugeln {K(o(t),e(o(t))}efo,1) liberdeckt o([0,1]). Da [0, 1] kompakt und o stetig ist,

ist auch ([0, 1]) kompakt.
Folglich findet man endlich viele dieser

Kugeln K(o(t1),e1),...,K(o(t,),er),
die die Menge o([0,1]) bereits iiberde-
cken (Ubungsaufgabe). Auf jeder dieser
Kugeln gilt aber

f‘K(o‘(tj)ygj) = kOnSt, = f(o-(t]))

Daraus folgt

f(p) = fo(tr) = f(p1) = flo(t2)) = f(p2) = ... = flo(tr)) = f(q),
mit p; € K(o(t;),e;) N K(o(tiy1),€i+1). Folglich ist f auf U konstant. 0
Man kann zeigen, dass offene und zusammenhéngende Teilmengen U C R* auch wegzu-

sammenhéingend sind. Satz gilt deshalb auch fiir offene, zusammenhiangende Mengen
U C Rk
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Satz 8.10 Sei f : U C RF — R™ eine differenzierbare Abbildung und U eine offene und

konveze Menge. Es existiere eine Konstante C € RT, so dass
ldfpll <C Vpel,
wobei ||dfy|| die Operatornorm von df, bezeichnet. Dann gilt

1f) = f@I<C-lly—= Va,yel.
Insbesondere ist f auf U lipschitzstetig.

Beweis. Seien x,y € U fixiert. Wir parametrisieren die Strecke von z nach y durch
v :[0,1] = U mit v(t) := = + t(y — =) und betrachten die Abbildung ¢ : [0, 1] — R™ mit
g(t) :== f(v(t)). Dann gilt nach Kettenregel

g/(t) = df:c—l—t(y—a:) (y - J))

und daher

lg" @O < lldforey—a)ll - ly =2 <C-lly—zl]  Vte[0,1].

Aus dem Mittelwertsatz (Satz 2) folgt die Existenz einer Zahl n € (0,1) mit

1£ () = f@)I = llg(1) = gO)I < llg' (] < C - [ly — x|

8.3 Die Jacobi-Matrix, der Gradient und die Hesse-Matrix

Sei f:U C RF — R™ eine in p € U differenzierbare Abbildung und dfp : RF — R™ ihr
Differential in p. Aus der Vorlesung Lineare Algebra ist bekannt, dass man lineare Abbil-
dungen durch Matrizen beschreiben kann, wenn man im Urbild- und im Bildvektorraum
jeweils eine Basis fixiert. Wir konnen das Differential df,, also auch durch eine Matrix
angeben.

Wir fixieren dazu in den Vektorriumen R* und R™ jeweils die kanonischen Basen
(e1,...,ex) bzw. (é1,...,éy). Dann entspricht jeder linearen Abbildung A : RF — R™
die (m x k) — Matrix [A] := (A;;), definiert durch

Aley) :12141‘9‘62 j=1,... k.
i1

In der j-ten Spalte der Matrix [A] stehen die Komponenten des Vektors A(ej) € R™ bzgl.

der kanonischen Basis (é1,...,€é,,) im R™. Der Anwendung der linearen Abbildung A auf
k
den Vektor x = Y xje; = (21,...,71) € R¥ entspricht dabei die Anwendung der Matrix
j=1

[A] = (A;;) auf den Spaltenvektor (z1,...,zg)"



88 8 Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer reeller Variablen

transponieren = tl lt =transponieren

[A]

RF —— R™ .

Sei f = (f1,..., fm) die Komponentendarstellung von f. Dann gilt fiir das Differential
dfy - RF — R™:

dfp(e;j) = éng(p) :Zax;(p)-éi j=1,...,k

Die zu df,, gehérende Matrix [df,,] hat also die Form

Lp) Lo .. L
| e e .o 2 | _ (o of! aft
[dfp]— 8: 8: 82 —(&Elp 87@27) 33%(}))>
Few) Feo) o Fw)

Definition 8.5. Sei f : U C RF — R™ eine Abbildung, die in p € U partiell differeren-

zierbar ist und seien f = (fi1,..., fm) thre Komponenten. Dann nennt man die Matriz
Ofi
Jfp = | =—
fp (8x] (p) i=1,...,m Zeilen
j=1,...,k Spalten
Jacobi-Matrixz von f im Punkt p.

Ist f: U CRF — R™ in p € U differenzierbar, so gilt also [df,] = Jf,.

Eine besondere Bedeutung haben die Vektoren, die in den Zeilen der Jacobi-Matrix auf-

treten.

Definition 8.6. Sei f : U € R¥ — R eine reellwertige Funktion, die im Punkt p € U
partiell differenzierbar ist. Dann heifit der Vektor

0 0 0
gradf (p) := <a£(p),3i(p),---,ai(p)> €R”

Gradient von f im Punkt p € U.

Fiir reellwertige partiell differenzierbare Funktionen f : U ¢ R¥ — R stimmt die Jacobi-

Matrix also mit dem Gradienten liberein:
af of
Ty = mradf () = (50 5 (0).

Die Jacobi-Matrix einer partiell differenzierbaren Abbildung f : U C R¥ — R™ mit den
Komponenten f = (fi,..., fm) schreibt sich durch die Gradienten der Komponentenfunk-

tionen in der Form:
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grad f1(p)
grad f2(p)
Jfp = .
grad fm (p)
Der folgende Satz erklirt die geometrische Bedeutung des Gradienten einer Funktion. Ist
f:U c R¥ = R in p differenzierbar, so gilt fiir alle a = (ay,...,a;) € R* mit dem
Euklidischen Skalarprodukt (-, -)

k
of
dfy(a) =) 5. (D) -0 = (gradf(p), a). (8.9)
j=1 "/
Wir erhalten daraus folgende geometrische Interpretation von gradf(p):

Satz 8.11 Sei f: U C RF - R in p € U differenzierbar.

1. gradf(p) = 0 genau dann, wenn df, = 0.

2. Ist gradf(p) # 0, so gibt gradf(p) € R* diejenige Richtung an, in der die Funktion
f im Punkt p am schnellsten wdchst, d.h. diejenige Richtung mit dem gréfiten Funk-
tionsanstieg.

3. Sei ¢ € R im Bild von f und bezeichne M, := {x € U | f(z) = ¢} die Niveaufliche
von f zum Niveau c. Ist p € M, ein Punkt auf dieser Niveaufliche und~y: 1 C R — M,
eine differenzierbar Kurve mit y(tg) = p und Spur in M., dann gilt:

' (to) L gradf(p),

d.h. der Vektor gradf(p) steht senkrecht auf allen Tangenten an die Niveaufliche M,
im Punkt p.

Beispiel: Hohenlinien
Wir betrachten zur Illustration von Satz die Abbildung, die die Hohe eines Ortes iiber
dem Meeresspiegel angibt:

f:UCR? —R

(x,y) — Hohe des Ortes tiber dem Meeresspiegel.

Dann sieht man die Niveauflachen von f als Hohenlinien auf der Landkarte.

z
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Beweis von Satz Zu 1) Das folgt unmittelbar aus (8.9), da das Euklidische Skalar-
produkt nicht ausgeartet ist.

Zu 2) Sei a € R™ mit ||a|| = 1. Dann folgt aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

csu
Vaf(p) = (gradf(p),a) < [lgradf(p)|| - [|all = llgradf(p)]- (%)

Der maximal mogliche Wert von V, f(p), wenn man die Vektoren a mit ||al| = 1 durchléuft,
kann also hochstens gleich ||gradf(p)|| sein. In der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (*)
wird aber die Gleichheit angenommen, und zwar genau dann, wenn die auftretenden Vek-
toren linear abhangig sind und in die gleiche Richtung zeigen, d.h. genau dann, wenn
a= Hi%%' Die Richtung mit dem gréfften Funktionsanstieg ist also diejenige, in die

der Vektor gradf(p) zeigt.

Zu 3) Sei vy : I — M, eine differenzierbare Kurve mit v(¢p) = p und Spur in M,. Dann
gilt f(~(t)) = c fiir alle t € I. Nach der Kettenregel ist dann

0= (fov) (to) = dfp(7'(to)) = (gradf(p),”'(to)).

Also steht der Gradient gradf(p) senkrecht auf dem Tangentialvektor +'(tp). O

Wir definieren als néchstes die partiellen Ableitungen hoherer Ordnung.
Sei f: U C R¥ — R™ eine Funktion, fiir die die partielle Ableitung 2L : U ¢ R* — R™
existiert. Wenn die partielle Ableitung der Funktion 887{1- : U € R¥ — R™ nach der j-ten

Koordinate existiert, so bezeichnet man sie mit

F 9 (o
axja$i T &’E]’ 81‘1 ’

Auf diese Weise entstehen partielle Ableitungen hoherer Ordnung. Die Funktion

8nf o < an—lf

al‘in s 8562'1 8%-” 8xin_l s axil

):UC]R’“—HR”L

heifit (falls sie existiert) n—te partielle Ableitung von f nach den Variablen z;,,...,z;

n*

Leitet man n-mal nach der gleichen Variablen ab, so schreibt man zur Abkiirzung

of of
Ox; -+ Ox; Oz

7

Definition 8.7. Eine Funktion f : U C R¥ — R™ heif$t n-mal stetig differenzierbar
(C™-Funktion oder von der Klasse C™) mit n € N, wenn alle partiellen Ableitungen von f

der Ordnung < n ezistieren und stetig sind.

Bezeichnung: C"(U,R™):={f:U — R™| f C™-Funktion}.
Offensichtlich gilt fiir n € N
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C™(U,R™) c ¢ HU,R™) c C"*(U,R™) C ... C C°(U,R™).

Beispiel: Sei f: R? — R die Funktion f(z,y) := 23y

Dann erhalten wir fiir die partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung

0 15)

a%:(w,y) = 32%y?, é(fc,y) = 22%y

0?2 82f 82f af
W(%Z/) = 6531/27 Tyg(iﬁay) = 2333» Bydz (z,y) = 65523/ = m(%y)

f ist also 2-fach stetig differenzierbar. In diesem Beispiel sind die gemischten 2. partiellen

Ableitungen unabhénig von der Reihenfolge der Differentiation.

Im Allgemeinen héngen die partiellen Ableitungen von der Reihenfolge der Variablen ab,
nach denen abgeleitet wird (siehe Ubungsaufgabe 29). Der folgende Satz gibt eine hinrei-
chende Bedingung dafiir an, dass man die Reihenfolge der partiellen Ableitungen vertau-

schen kann.

Satz 8.12 (Lemma von Schwarz)

Sei f:U C RF = R™ eine n-mal stetig differenzierbare Abbildung. Dann sind alle parti-
ellen Ableitungen der Ordnung < n unabhdngig von der Reihenfolge des Differenzierens .
Insbesondere gilt fiir f € C%(U,R™)

o*f 0*f
8.732‘8Ij N 8:%8%1

Beweis. Es gentigt wieder, die Behauptung fiir reellwertige Funktionen zu zeigen. Aufler-
dem geniigt es, die Behauptung fiir die 2. partiellen Ableitungen zu zeigen. Die Behauptung
fiir die partiellen Ableitungen hoherer Ordnung beweist man dann durch Induktion. Bei
den 2. partiellen Ableitungen 148t man bis auf zwei Variablen alle anderen fest. Es gentigt
also fiir jede C?~Funktion f: U Cc R? = R

0% f 0% f

8:018952 o 8x28x1

zu zeigen. Das werden wir jetzt tun. Sei p = (p1,p2) € U und seien h = (hy, ha) € R? so
gewdhlt, dass hi,he # 0 und h € K(p,e) C U.
Wir betrachten die Funktion p(z) := f(z,p2+ h2) — f(x, p2). Dann ist ¢ auf dem Intervall
[p1 — |h1l, p1 + |h1]|] differenzierbar. Nach dem Mittelwertsatz existiert ein & zwischen pq
und p; + hq, so dass gilt

e(p1+h1) = o(p1) = h1 - ¢'(&1)-

Sei nun
F(hy,h) := f(p1 + h1,p2 + h2) — f(p1 + h1,p2) — f(p1,p2 + h2) + f(p1,p2)-

Dann gilt



92 8 Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer reeller Variablen

F(h1,ha) = o(p1 + k1) —p(p1) = h1 - ¢'(&1)
=h <§i(&,p2 + ho) — gi(&d%)) .

Da die Funktion ,871 auf U nach der 2. Variable differenzierbar ist, konnen wir den Mit-
telwertsatz auch auf die Funktion 8 ({1, ) anwenden. Es existiert also ein & zwischen psy
und po + ha, so dass

82f

F (hy,ho) = hy - ha - o - (&1,&2). (%)

Verfahrt man analog mit der Funktion ¢(z) := f(p1 + h1,x) — f(p1, ), so existieren nach
dem Mittelwertsatz ein §~1 zwischen p; und p; + h1 und ein {2 zwischen ps und ps + heo, so

dass
F(hisha) = by 22— (6,6 ()
1,h2) = h1 - ha D210 1,§2).
Da hi, hg # 0, folgt aus (x) und (%)
Of 82f
021025 (&1, 6) = e (€1,&2) -

Bei h = (hy, ho) — (0,0) konvergieren sowohl (£1,&2) als auch (£, &) gegen p = (p1, pa).

Da die partiellen Ableitungen 831 23f = und 3 3?2 g o in (p1, p2) nach Voraussetzung stetig sind,
folgt mit h = (hq, hQ) — (0,0)
0% f B 0% f
81‘181‘2 p)= 8.772(9%’1 P

Definition 8.8. Sei f : U C R¥ — R eine 2-mal stetig differenzierbare reellwertige Funk-
tion. Die symmetrische (k x k)-Matriz

tess ) = afg;]< )

heifst Hesse-Matrixz von f im Punkt p € U.

i,j=1,..k

8.4 Die Taylorformel fiir Funktionen mehrerer reeller Variablen

Funktionen einer reellen Variablen f: I C R — R, die auf einem Intervall I definiert sind,
haben wir durch ihre Taylorpolynome approximiert. Ist f (n+1)-mal stetig differenzierbar

und p € I, so gilt auf I die Taylorformel
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" (n)
0y 0y B ),

n-tes Restglied

f@) = f(p)+ f'(p)(x —p) +

=:T,(f,p)(z) n-tes Taylorpolynom

wobei das n-te Restglied R, (f,p)(z) z.B. in der Lagrange-Form

F(e)

(n - 1)! )n—i—l

Rn(fvp)(x) = (.T}—p

fiir ein geeignetes £ zwischen p und = zu beschreiben ist.

Man kann auch Funktionen mehrerer reeller Variablen durch Taylorpolynome approximie-
ren. Wie im Fall einer reellen Variablen wird sich dies als wichtiges Hilfsmittel bei der
Untersuchung von Extremwerten erweisen. Um die Taylorformel fiir Funktionen mehrerer

Variabeln beschreiben zu konnen, fithren wir zunéchst einige Bezeichnungen ein.

Definition 8.9. Fin Multiindex der Lange k ist ein k—Tupel von natiirlichen Zahlen

o= (041,...,0%), Q; € Np.
Die Zahl |a] :== a1 + ... + ay heifst die Ordnung des Multiindex o und die Zahl
al = (ay!) ... (o)) die Fakultit von o. Fiiry = (y1,...,yr) € RF sei

Y=yttt
Fiir eine reellwertige Funktion f : U C R¥ — R bezeichne (sofern existent)

olel . olel f
Oz " (9z1)@1 - - (D)

Definition 8.10. Sei f : U € R¥ — R eine n-mal stetig differenzierbare Funktion. Das
Taylorpolynom n-ter Ordnung von [ im Entwickungspunkt p € U ist das Polynom n-ten

Grades in den Unbestimmten x1,...,x gegeben durch

|
T.(f,p)(x) := Z 19 f(p) (r —p)* (v sind hier Multiindizes der Linge k)

al oz~
la|<n
_ 1 9f 1 0°f N
_f(p)+||zla'a$a() +|Z2a!aa p) - (z—p) 4. +
18”f o
+Za'8a (x—p)~.

lor|=n
Es gilt:
laj =1 <«<— «a=(0,...,0,1,0,...,0) firi=1,...,k

la]=2 <= a=(0,...,0,3,0,...,0) fiirl<i<k oder

a=(0,...,0,1,0,...,0,1,0,...,0) firl<i<j<k



94 8 Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer reeller Variablen

Daraus folgt fiir das erste und zweite Taylorpolynom:

T(70)(@) = F0) + Y o) (i~ )
i=1 "
= f(p) + (gradf(p),z —p). (8.10)
T2(f7p)( ) Tl fa Z 81'28.7}] pz) ( _pJ)

7.7_

= J(0) + (grad (o), —p) + % (¢~ p) Hessf(p) - (x —p)'. (8.11)

Der Graph des ersten Taylorpolynoms beschreibt die Tangentialebene an die Hyperfliache
F = {(z,f(z) | » € U} € R*! im Punkt P = (p, f(p)) (siehe Abschnitt 8.1). Der
Graph des zweiten Taylorpolynoms ist die sogenannte Schmiegquadrik an F im Punkt
P. Die Normalformen solcher Quadriken und ihre geometrische Gestalt lernen Sie in der

Vorlesung Lineare Algebra 2 kennen.

Satz 8.13 (Taylorformel n-ter Ordnung)
Sei f: U C RF = R eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare reellwertige Funktion und
p,x € U zwei Punkte, fir die die Strecke px in U liegt. Dann existiert ein £ € px mit

E#£p, EF£x, so dass
n—+1
fo) =T+ Y 2 L@ @p.

al dzo
|a|=n+1

=:Rn(f.p)(z) n-tes Restglied

Beweis. Wir parametrisieren die Strecke px durch o : [0,1] — U mit o(t) := p + t(z — p)
und betrachten die Funktion g : [0,1] — R mit g(¢) := f(o(t)) = f(p + t(x — p)). Dann
ist g € C"1([0,1],R). Auf g wenden wir die Taylorformel fiir Funktionen einer reellen

Variablen an und erhalten: Es existiert ein 6 € (0,1), so dass

1 1,
g(1) :jgoj!g( '(0) + mg( ().

Lagrange-Restglied

Mit der Kettenregel fiir partielle Ableitungen folgt:

99(t) = g(t) = f(o (1)),

k o

0= Do) @i = Y Ll ow)-@-p.
=1 " |o|=1

) S

020 =3 T o) wi-p) - -p) )

ig=1 """
2
=Y 2 ) @) ()
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2 2
Der Faktor 2 in (+x) ist notwendig, da in (*) % = % zweimal auftritt, wihrend
. g J J ®
o*f

5.7 in (#x) nur einmal vorhanden ist.
Analog beweist man mit der Kettenregel und etwas Kombinatorik mittels Induktion fiir
die j-te Ableitung

. i1 oled
00 = L2 ) @
lo|=3

Daraus folgt mit £ := p + 6(x — p) = o(6) die Taylorformel

1 9l 1ot}
=3 25w e ¥ L0 g o
laj<n |oj=n+1

8.5 Lokale Extrema fiir Funktionen mehrerer reeller Variablen

Fiir 2-mal stetig differenzierbare Funktionen f : I C R — R kennen wir Kriterien fiir das
Vorliegen lokaler Extremwerte. Wir wollen dies jetzt auf den Fall von Funktionen mehrerer

Variablen verallgemeinern.

Dazu erinnern wir zunéchst an einige Kenntnisse aus der Vorlesung Lineare Algebra.

Definition 8.11. Sei A = (A;;) eine symmetrische reelle (n x n)-Matriz. A heifst
positiv definit (symbolisch A >0), falls vAz* >0 Vo= (x1,...,2,) ER", x#0,
negativ definit (symbolisch A < 0), falls vAz' <0 Vo= (r1,...,7,) ER",  #0,
positiv semidefinit (symbolisch A >0), falls xAxt >0 V= (z1,...,2,) € R",
negativ semidefinit (symbolisch A <0), falls xAx! <0 Vz = (11,...,2,) € R?,

indefinit, falls A weder positiv semidefinit noch negativ semidefinit ist.

Algebraische Fakten:

1. Jede symmetrische reelle (n x n)-Matrix ist diagonalisierbar, d.h. sie hat n reelle Ei-
genwerte.

2. Figenwert-Kriterium: Fiir eine symmetrische reelle (n x n)-Matrix A gilt:

A>0 <= alle Eigenwerte von A sind positiv.
A <0 <= alle Eigenwerte von A sind negativ.
A>0 <= alle Eigenwerte von A sind > 0.
A <0 <= alle Eigenwerte von A sind < 0.

3. Determinanten-Kriterium: Fiir eine symmetrische reelle (n x n)- Matrix (A;;) bezeich-
ne
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ihren k-ten Hauptminor. Dann gilt:

A>0 det A[k] >0 V k=1,...,n.
A<0 <= (-1F.detAk]>0 V k=1,...,n.

Definition 8.12. Sei B C R" eine beliebige Teilmenge und f : B C R® — R eine reell-

wertige Funktion. Man sagt:

1. f nimmt in p € B ein lokales Minimum an, falls ein € > 0 existiert, so dass
f(z) > f(p) fir alle x € B mit ||x — p|| < e.

2. f nimmt in p € B ein isoliertes (oder striktes) lokales Minimum an, falls ein € > 0
existiert, so dass f(x) > f(p) fir allex € B mit 0 < ||z —p|| < e.

3. f nimmt in p € B ein lokales Mazimum an, falls ein € > 0 existiert, so dass
f(z) < f(p) fir alle x € B mit ||x — p|| < e.

4. f nimmt in p € B ein isoliertes (oder striktes) lokales Mazimum an, falls ein ¢ > 0

existiert, so dass f(x) < f(p) fir allex € B mit 0 < ||z —pl|| < e.

Definition 8.13. Sei U C R” offen und f : U C R" — R differenzierbar. p € U heifit
kritischer Punkt von f, wenn df, = 0 (bzw. dazu dquivalent, wenn gradf(p) = 0). Ande-
renfalls heifst p € U regularer Punkt von f.

Satz 8.14 Sei U C R" eine offene Menge und f : U — R 2-mal stetig differenzierbar.

1. Hat f inp € U ein lokales Mazimum (lokales Minimum), so ist p ein kritischer Punkt
von f und die Hesse-Matriz Hessf(p) ist negativ semidefinit (positiv semidefinit).

2. Ist p € U ein kritischer Punkt von f und die Hesse-Matriz Hessf(p) negativ definit
(positiv definit), so nimmt f in p ein isoliertes lokales Maximum (isoliertes lokales

Minimum) an.

Beweis. Wir zeigen die Behauptungen nur fiir den Fall eines lokalen Maximums. Die Aus-
sagen fiir das lokale Minimum folgt dann durch Ubergang von f zu —f.
(1) f habe in p € U ein lokales Maximum. Sei a = (ay,...a,) € R™. Da U offen ist, exis-
tiert ein € > 0, so dass K(p,e) C U. Folglich ist die Funktion g, : ( — ﬁ, ﬁ) — R mit
ga(t) := f(p + ta) korrekt definiert. g, ist 2-mal stetig differenzierbar hat in ¢ = 0 ein lo-
kales Maximum. Somit gilt g,(0) = 0 und g2(0) < 0. Aus der Kettenregel fiir Differentiale
folgt:

0 = g4(0) = df (a).
Dies gilt fiir alle a € R". Folglich ist df,, = 0, also p € U ein kritischer Punkt von f.
Aus der Kettenregel fiir partielle Ableitungen folgt mit v(¢) := p + ta:
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Folglich ist

8xix]~

(p) - a;a; = a - Hessf(p) - a’.

0> ga(0) =
ij=1

Dies gilt fiir alle a € R™, somit ist die Hesse-Matrix von f in p negativ semidefinit.

(2) Sei p € U ein kritischer Punkt von f und Hessf(p) < 0. Wir zeigen zunéchst, dass

es eine Kugel K(p,r) C U um p gibt, so dass Hessf(£) < 0 fiir alle £ € K(p,r). Dazu

benutzen wir das Determinanten-Kriterium fiir negative Definitheit. Fir £ = 1,...,n

bezeichne H (§)[k] den k-ten Hauptminor der Hesse-Matrix Hessf(£) und ¢y : U — R die

Funktion

ok(6) = (=1)* - det H(¢)[k].
Da f 2-mal stetig differenzierbar und die Determinanten-Funktion stetig ist, sind die
Funktionen ¢y stetig. Da nach Voraussetzung Hessf(p) < 0, gilt ¢r(p) > 0 fir alle k =
1,...,n. Wegen der Stetigkeit der Funktionen ¢ existiert dann eine Kugel K(p,r) C U,
so dass ¢(§) > 0 fur alle £ € K(p,r) und alle k = 1,...,n. Folglich ist Hessf(¢) < 0 fiir
alle £ € K(p,r).
Wir approximieren die Funktion f nun bei p durch das Taylorpolynom 1. Grades und
erhalten fiir alle x € K(p,r) ein £ € p C K(p,r), so dass

£(2) = F(p) + (grad f (), — p) + 50— p) - Hessf(€) - (z — )

(siehe Satz . Da p ein kritischer Punkt von f ist, gilt gradf(p) = 0. AuBlerdem wissen
wir aus dem oben Bewiesenen, dass die Hesse-Matrix Hessf (&) negativ definit ist. Daraus
folgt

f(x) < f(p)
fir alle x € K(p,r) mit & # p. Dies zeigt, dass f in p ein isoliertes lokales Maximum

annimmt. O

Beispiel: Wir betrachten die Funktion f : R? — R mit
fz,y,2) =35 — 62 + 22 + 2 — 2zy + 2y° + 2yz + 32°.

Wir wollen untersuchen, in welchen Punkten f lokale Extremwerte annimmt. Dazu gehen

wir folgendermaflen vor:

1. Bestimme die kritischen Punkte von f:

Sei p = (z,y, 2). Es gilt
gradf(p) = (—6 + 2z — 2y, —2x + 4y + 22,2 + 2y + 62).
Folglich ist p = (z,y, z) genau dann ein kritischer Punkt von f, wenn das Gleichungssystem

2-2 0\ (=
2 42| |yl=1] o
0 26/ \z —2
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erfiillt ist. Dieses hat genau eine Losung, namlich py = (8,5, —2).

2. Bestimme die Hesse-Matriz von f in den kritischen Punkten, also hier im Punkt po:

9%f  92f 9%

dxdx Oxdy Oxdz 2 92 0
92 f  8%f 82

Hossf(po) = | mde ante ode | (0)=| -2 4 2| =H.
82f 9 f  9%f 0o 2

0z0x 0z0y 020z

3. Untersuche Hessf(po) auf Definitheit:
Dazu kann man die Eigenwerte von H bestimmen oder die Determinanten der Hauptmi-

noren von H ausrechnen. Wir betrachten letzteres:
2 =2
det H[1] = Hy1 = 2, det H[2] :det< 5 4) =4, det H[3] = det H = 16.

Alle diese Determinanten sind positiv, folglich ist Hessf(pg) positiv definit. f hat in po

somit ein striktes lokales Minimum. Weitere lokale Extrema existieren nicht.

Achtung: Die Kriterien von Satz gelten nur auf offenen Teilmengen. Sucht man
lokale bzw. globale Extremwerte einer Funktion f auf Mengen B C R", die nicht offen
sind, so wendet man die Kriterien zunéchst auf die Punkte im Inneren von B an (die
Menge Int(B) ist offen). Anschliefend mufl man das Verhalten von f in den restlichen

Punkten von B mit anderen Methoden untersuchen.

8.6 Koordinatentransformationen und der Satz iiber den lokalen

Diffeomorphismus

Definition 8.14. FEs seien U,V C R™ offene Teilmengen des R™.
Eine Abbildung f : U — V  heifit Diffeomorphismus (oder Koordinatentransformation),

wenn f bijektiv ist und sowohl f als auch f~1 stetig differenzierbar sind.

Offensichtlich ist jeder Diffeomorphismus auch ein Hom6omorphismus. Die Verkniipfung

zweier Diffeomorphismen ist wieder ein Diffeomorphimus.

Mit Hilfe eines Diffeomorphismus f : U — V ordnet man jedem Punkt p aus V neue Koor-
dinaten zu, namlich diejenigen (z1,...,x,) € U mit f(z1,...,x,) = p. Wir werden sehen,
wie niitzlich solche Koordinatentransformationen sind. Wie im eindimensionalen Fall ver-
einfachen sie z.B. oft die Berechnung von Integralen. In der linearen Algebra werden sie
benutzt, um die geometrische Gestalt von Quadriken zu bestimmen (Hauptachsentrans-
formation). Deshalb werden wir uns in diesem Abschnitt damit beschéftigen, wie man
feststellen kann, ob eine Abbildung f : U — V ein Diffeomorphismus (bzw. eine Koordi-

natentransformation) ist. Zunéchst sehen wir uns einige Beispiele an.

Beispiel 1: Umsortierung der Koordinaten des R™
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Sei p eine Permutation der Zahlen {1,...,n}. Die Abbildung f, : R" — R", die die

Reihenfolge der Koordinaten des R™ entsprechend der Permutation p vertauscht, d.h.

Jo(m1, @, 20) = (Tp(1), Tp(2)s - - > Tp(n))

ist eine Koordinatentransformation.

Beispiel 2: Affine Koordinatentransformation
Sei A € L(R",R") ein (linearer) Isomorphismus und b € R™ ein Vektor. Dann heifit die
Abbildung f : R® — R" mit

f(z):=A(x) +b
affine Koordinatentransformation. f ist bijektiv, die Umkehrabbildung ist gegeben durch
fHy) = A7 (y) — A7 L(b). f ist stetig differenzierbar, da

of
al‘i

(z) = df(e;) = dAx(e;) = Ae;) = konstant.

Analog zeigt man, dass f~! stetig differenzierbar ist.

Die Koordinaten (z1,...,zy,) des Punktes

P = f(x1,...,2,) sind die Koordinaten von P im
Koordinatensystem (O’; ay, . .., a,) mit dem Ursprung
O’ := O + b und den Basisvektoren a; := Ae;, denn

P = f(xl,...,xn) = b—i—A(zn:wiei) = O’—i—zn:xiai.
=1 =1

Beispiel 3: Polarkoordinaten in der Ebene

Wir betrachten die Abbildung

£+ (0,00) x (0,27) — B2\ ([0, 50) x {0}) R
(@) = f(r¢)
1) = (r cos(p), rsin(p)). T
(r, ) heiflen Polarkoordinaten des Punktes %
(z,y) = f(r, ). r R

Beispiel 4: Zylinderkoordinaten im R3
Wir betrachten die Abbildung
f:(0,00) x (0,27) xR — (R?\ ([0, 00) x {0})) xR T p

Polarkoordinaten

f(ry @, 2) := (rcos(p), rsin(p), 2). o 1

r,,z) heilen Zylinderkoordinaten des Punktes
P = f(/r7 @7 Z)' Z
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Beispiel 5: Kugelkoordinaten im R3

Wir betrachten die Abbildung
f1(0,00)x(=3,%)x(0,2m) — R3\ ([0, 00) x {0} xR)

202
o
f(r,u,v) := (rcos(u) cos(v),r cos(u) sin(v), rsin(u)). "
‘U
r,u,v) heilen Kugelkoordinaten des Punktes e
P = f(r,u,v). .
(rcos(u),v) sind dabei die Polarkoordinaten der Pro- x

jektion (Py, Py) von P auf die xy—Ebene.

Die Bijektivitdt der Abbildungen in den letzten drei Beispielen folgt aus ihrer geome-
trischen Konstruktion. Die Abbildungen sind offensichtlich stetig differenzierbar. Um zu
iiberpriifen, ob die inverse Abbildung ebenfalls stetig differenzierbar ist, miifite man sie
ausrechnen. Wir werden im folgenden eine Moglichkeit angeben, mit denen man sich die
explizite Berechnung der inversen Abbildung ersparen kann.

Zunachst hat man die folgende notwendige Bedingung dafiir, dass f : U — V ein Diffeo-

morphismus ist.

Satz 8.15 Sei f : U — V ein Diffeomorphismus zwischen offenen Mengen des R™. Dann
ist das Differential df, : R" — R" fir alle p € U ein Isomorphismus und seine inverse

Abbildung ist gegeben durch
(dfy) ' = (df_l)f(p)'

Beweis. Da f stetig differenzierbar ist, ist f auch differenzierbar.
Wir wenden die Kettenregel fiir Differentiale auf die Abbildungen f o f~! = Idy und
f~lof=Idy an. Fiir alle ¢ € V und p € U gilt dann

d(fo fg=dfp-1 0 (df ")g=(dldgn)g =1Idg»  und
d(f~" o f)p = (df ) sp) © dfp = (d1dgn ) = Idgn.

Betrachten wir ¢ = f(p), so folgt (df 1) ¢, = (dfy) " O

Bemerkung 1: Die Jacobi-Matrix Jf, ist die Darstellungsmatrix des Differentials df),.
Folglich gilt:

dfp : R"™ — R" ist ein Isomorphismus <= Jf) ist invertierbar <= det Jf, # 0.

Bemerkung 2: Im 1-dimensionalen gilt auch die Umkehrung von Satz [8.15]

Sei U C R ein offenes Intervall und f : U C R — R eine stetig differenzierbare Funktion
mit f/(x) # 0 fiir alle 2 € U. Dann ist f streng monoton. Insbesondere folgt dann bereits,
dass f : U — f(U) bijektiv ist. AuBlerdem ist die Umkehrfunktion stetig differenzierbar.
f:U — f(U) ist also ein Diffeomorphismus.

Im R™ mit n > 1 gilt diese Aussage nicht mehr. Eine stetig differenzierbare Abbildung
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f:U CR® - R", deren Jacobi-Matrix in jedem Punkt invertierbar ist, mufl nicht mal
injektiv sein. Als Beispiel betrachten wir die Abbildung f : R? — R?, definiert durch

flx,y) = (e* cosy, e’ siny).

Diese Abbildung ist stetig differenzierbar und fiir die Determinante der Jacobi-Matrix von

f gilt:
efcosy —e*sin
det Jf(, ) = det < Y y) =2 > 0.

e’siny e*cosy

f ist aber offensichtlich nicht injektiv. Es gibt also keine globale Umkehrabbildung von
f:U—= f(0).

Wir wollen nun untersuchen, unter welchen Bedingungen eine stetig differenzierbare Ab-
bildung f : U C R™ — R"™ wenigstens lokal eine (stetig differenzierbare) Umkehrfunktion
besitzt.

Definition 8.15. Eine Abbildung f : U C R™ — R™ heif§t lokaler Diffeomorphsimus um
p € U, wenn es offene Umgebunge U cC U von p und V C R" von f(p) gibt, so dass
flg - U=V ein Diffeomorphismus ist.

Satz 8.16 (Satz iiber den lokalen Diffeomorphismus)
Sei f:U CR"™ = R" stetig differenzierbar, p € U und df, ein Isomorphismus. Dann ist

f ein lokaler Diffeomorphismus um p.

Beweis. 1. Schritt: Reduktion auf eine einfache Situation:

a) Wir konnen annehmen, dass df, = Idg~ gilt.

Anderenfalls betrachten wir die Abbildung f := (df,)~' o f. Da (df,)~! linear ist, folgt
aus der Kettenregel fiir Differentiale df;, = (df,)"! o df, = Idgn. Ist ﬂﬁ .U — V ein
Diffeomorphismus, so ist f|g : U — dfp(1~/) ein Diffeomorphismus.

b) Wir kénnen auerdem annehmen, dass p =0 und f(p) = 0 gilt.

Anderenfalls betrachten wir die Abbildung f, definiert durch f(m) = f(x +p) — f(p).
Dann gilt f(O) = 0 und dﬁ) = dfy. Ist J?\Uo : Up — Vp ein Diffeomorphismus um 0 und
U:=U, + p, V=V + f(p), dann ist f|7 : U — V ein Diffeomorphismus um p.

Es geniigt also zu zeigen: Ist f : U C R™ — R" stetig differenzierbar, 0 € U, f(0) = 0 und
dfy = Idgn, so ist f ein lokaler Diffeomorphismus um 0.

2. Schritt: Wir konstruieren offene Mengen Uy und Vp um 0, so dass f|y, : Uy — Vp bijektiv
ist: Da f stetig differenzierbar ist, ist die Abbildung

x €U vr— Jfy € M(n,n,R)

stetig (bzgl. der Euklidischen Norm auf den Matrizen). Da die gewéhlte Norm fiir Kon-
vergenzfragen keine Rolle spielt (siehe Satz [7.26|) ist auch die Abbildung

2 Mit Umgebung eines Punktes p meinen wir eine Menge, die den Punkt p enthélt.
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x € U df, € L(R",R")

stetig bzgl. der Operatornorm auf L(R™,R™). Folglich existiert ein r > 0, so dass die
abgeschlossene Kugel K := {x € R" | ||z|| < 2r} in U liegt und fiir alle z € K gilt

1
ldfz — dfoll = lldfe — Ldgnl| < 5. (8.12)

Sei y € K(0,r) fixiert. Wir zeigen nun mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes, dass es
genau ein £ € K(0,2r) = Int(K) gibt mit f(§) =y.

/ o

— - @ ki

K 0 .-
K(0,7)

Dazu betrachten wir die Abbildung ¢ : U — R" mit

d(z) ==y +x— f(x).

Dann gilt ¢(§) = £ genau dann, wenn f(§) = y. Die Urbilder von y bei f sind also die
Fixpunkte von ¢. Aulerdem gilt ¢(0) = y und d¢, = Idgn — df, fiir alle z € U. Aus
(8.12)) folgt dann
1
|ddz|l = [[1drn — dfz]l < 3 VreK.

Somit ist ¢ auf K lipschitzstetig mit der Lipschitzkonstanten % (siehe Satz , d.h. es
gilt

1
l¢(®) = ¢(@)ll < 5llb—al  Va,be K. (8.13)
Insbesondere ist

lg(2)] [6(z) = ¢(0)][ + ¢ (0)]]

<

;||m|]+||y|<r+r:2r VreK,

d.h., ¢ bildet die abgeschlossene Kugel K in die offene Kugel K (0,2r) C K ab. Da K C R"
abgeschlossen und R"” ein vollstéandiger metrischer Raum ist, ist K ebenfalls vollstdndig.
¢ : K — K ist also eine kontrahierende Abbildung auf einem vollstdndigen metrischen
Raum. Der Banachsche Fixpunktsatz (Satz liefert dann die Existenz eines Fixpunktes
¢ von ¢ auf K und seine Eindeutigkeit. Da ¢ in K(0,2r) abbildet, gilt £ € K(0,2r). Es
gibt also genau ein & € K(0,2r) mit f(§) = y. Die Kugel V) := K(0,r) ist eine offene
Umgebung von f(0) = 0, die Menge Uy := K (0,2r) N f~1(Vp) ist eine offene Umgebung
von 0 (topologisches Stetigkeitskriterium) und nach Konstruktion ist die Abbildung f|y, :
Uy — Vi bijektiv.
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]R"

.

Vo := K(0,r)

= K(0,2r) N {7 (Vo)

3. Schritt: Wir zeigen nun, dass die Umkehrabbildung g := (f|y,) ™! : Vo — Up stetig ist.
Dazu betrachten wir die Abbildung ¢ : U — R” mit ¢(z) = z — f(x) fir alle z € U. ¢
stimmt mit der Abbildung ¢ (fiir y = 0) aus dem 2. Schritt iiberein. Fiir a,b € Uy folgt
damit

b—a=p(b)+ f(b) - (e(a) + f(a))

und somit

I3
[N =
w
DN | =

16— all < lle(0) = e(a)| + [ £(b) = f(a)]

Also gilt

16— all +1[£(b) = f(a).

Ib—all <2-[[f(b) = fla)|  Vb,a € Up. (8.14)
Fiir u,w € V setzen wir a := g(u), b := g(w). Dann folgt aus (8.14))
lg(w) = g(u)[| <2 flw—wul|  Vw,ue Vo

g ist also lipschitzstetig und somit stetig.

4. Schritt: Das Differential df, : R™ — R" ist fiir jedes p € Up ein Isomorphismus.
Angenommen, es gibe ein v € R mit v # 0 und df,(v) = 0. Dann ergibt

- 1
v]| = llv — dfp(v)|| = [[(Idrn — dfp)(v)]| < [[Idrn — dfpl] - [|v]] *Hvll

einen Widerspruch.

5. Schritt: Die Umkehrabbildung g := (f|y,) ™! : Vo — Up ist differenzierbar.
Sei q € Vj ein beliebiger Punkt und p = g(q) € Uy. Wir zeigen, dass ¢ in ¢ differenzierbar
ist. Da f in p differenzierbar ist, gilt fir p + h € Uy

p(h)
h—0 ||h|

Sei y := f(p+ h). Dann gilt g(y) =p+ h = g(q) + h. Aus der Gleichung ({8.15)) erhalten
wir h durch Anwendung von (df,)~*

fp+h) = f(p) = dfp(h) +rp(h)  mit =0. (8.15)

h=g(y) —g(q) = (dfy) " (y—q) — (dfy) " (rp(h)).

linear Restglied
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Wir miissen nun fiir das Restglied zeigen, dass

lim [(dfp) " (rp(R)) |l
y—q Iy — qll

= 0. (8.16)

Es gilt

[(dfy) " (rp(h))]]
ly —qll

Aus (8.14) folgt

[rp(R)]l
ly — 4l

()l 7]

B —1y. :
= W)™ = TP m = Foll

< [I(dfy) "l -

1pll =1 +h) =pll < 2-[1f(p+h) = F@)-

Wir erhalten also die Abschatzung

(dfp) " (rp (M)

(R
ly —dl '

Da g stetig ist, folgt aus y — ¢, dass h = g(y) — g(q) — 0. Dies liefert mit (8.15)) die
Restgliedeigenschaft (8.16). Somit ist g in ¢ € Vp differenzierbar und es gilt dg, = (df,,) !

6. Schritt: Als letztes zeigen wir, dass g := (f|y,) "' : Vo — Up stetig differenzierbar ist.

Die Jacobi-Matrix von g in ¢ € Vj ist die inverse Matrix der Jacobi-Matrix von f in p =
9(q). Die Vorschrift zur Berechnung inverser Matrizen zeigt, dass die partiellen Ableitungen
von ¢ in ¢ rationale Funktionen der partiellen Ableitungen von f in p sind, d.h. es existieren

rationale Funktionen Rj; in n? Variablen, so dass

0 ofi .
Skt0) = Ru(5E0(@). 15 =1, m).

Da f stetig differenzierbar ist, sind die partiellen Ableitungen von f stetig. g ist stetig
(Schritt 3). Rationale Funktionen sind auch stetig. Somit sind die partiellen Ableitungen

von ¢ als Verkniipfung stetiger Funktionen ebenfalls stetig. a

Abschlieend beweisen wir ein Kriterium fiir das Vorliegen eines globalen Diffeomorhismus

(bzw. einer Koordinatentransformation).

Satz 8.17 (Globaler Umkehrsatz)
Sei f:U CR" — R" stetig differenzierbar und sei das Differential df, : R — R™ fiir

alle p € U ein Isomorphismus. Dann gilt:

1. V= f(U) C R" ist offen.
2. Ist f zusdtzlich injektiv, so ist f : U — V ein Diffeomorphismus.

Beweis. (1) Nach Satz existiert fiir alle p € U eine offene Umgebung U, C U von p

und V,, von f(p), so dass f|v, : U, = V, ein Diffeomorphismus ist. Dann gilt U = |J U,
peU
und

) = flo, ) = U Vo = V.

peU pelU
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Die Menge V ist insbesondere offen (Siehe Ubungsaufgabe 20).

(2) Ist f injektiv, so ist f : U — V = f(U) bijektiv. Da f|y, : U, — V) fiir alle
p € U ein Diffeomorphismus ist und Differenzierbarkeit eine lokale Figenschaft ist, ist
f:U—V = f(U) ein (globaler) Diffeomorphismus. 0

Mit diesem Satz kann man nun leicht zeigen, dass Abbildungen aus den Beispielen 3, 4 und
5, die die Polarkoordinaten, die Zylinderkoordinaten und die Kugelkoordinaten definieren,
tatsachlich Koordinatentransformationen sind. Man berechnet dazu die Jacobi-Matrizen

und zeigt, dass ihre Determinate in jedem Punkt ungleich Null ist. (Ubungsaufgabe).

8.7 Auflosen von Gleichungen. Der Satz iiber implizite Funktionen

Eine Gerade in der Euklidischen Ebene R? kann man auf verschiedene Weise beschreiben:
a) Implizite Beschreibung als Losungsmenge der Gleichung
f(z,y) = ax+ By +v=0, (*)

wobei «, 3,7 reelle Konstanten mit («, 8) # (0,0) sind.
b) Explizite Beschreibung als Graph einer Funktion ¢ : R — R iiber der z-Achse oder
einer Funktion ¢ : R — R iiber der y-Achse mit

o(x) :=mx+d bzw. Y(y) = my +d.

Ist B # 0, so erhélt man ¢ durch Auflésen der Gleichung (%) nach der y-Variablen:

y=a) =20

v )

Ist @ # 0 so kann man (x) nach z auflésen und erhélt
B

2= ly) = —oy - L.

o o

In der expliziten Form erkennt man die Gestalt der Geraden sofort.
In der Lineare Algebra wird dieses Verfahren auf Systeme von m linearen Gleichungen mit
N > m Unbestimmten verallgemeinert. Auch hier 16st man die Gleichungen nach einzelnen

Unbestimmten auf (GauB-Algorithmus).

Wir wollen jetzt die analoge Frage fiir nicht-lineare Gleichungen stellen. Wir betrachten m
Funktionen f1,..., f;m, die von N > m Variablen (z1,...,zy) abhingen und das System
der Gleichungen

fl(.%'l, ey xN) = 0,

fg(xl, Ceey :CN) = 0,

fm(mla"'axN) 207
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oder in Kurzfassung: f(z) =0 fiir f = (f1,..., fm) und © = (z1,...,2n). Dann stellen
sich folgende Fragen:

e Hat dieses Gleichungssystem eine Losung?
e Von wievielen Parametern hiangt die Losungsmenge ab?
(D.h. wie 7grof” ist die Losungsmenge?)

e Wann kann man die Losungsmenge explizit als Graph einer Funktion ¢ beschreiben?

Um diese Fragen zu beantworten, versucht man wieder, die Gleichungen nach einer oder
mehreren Variablen aufzulGsen.
Wir sehen uns zunéchst zwei Beispiele in der Ebene an, die die typische Effekte zeigen, die

auftreten, wenn man eine nicht-lineare Gleichung nach einer Variabeln aufzulésen versucht.

Beispiel 1: Der Kreis S*
Wir betrachten in der Ebene den Kreis S' um (0,0) vom Radius 1. S! ist die Losungs-

menge der Gleichung

fz,y) ::x2—|—y2—1:0. gl

Man kann die Gleichung

22 + 4% — 1 = 0 nach y aufdsen und erhilt

y=+V1—2a%= pi(x).

(z, o (x))

Es gibt hier also zwei Auflésungen ¢ der Gleichung. Beide sind nur auf dem Intervall
[—1,1] definiert und beschreiben jeweils nur einen Teil der Losungsmenge S'. Eine globale

Beschreibung von S! als Graph einer Funktion gibt es nicht.

Beispiel 2: Die Lemniskate von Gerono

Sei I' € R? die Losungsmenge der Gleichung
fla,y) =a?(@® = 1) +y* =0.

Betrachtet man einen beliebigen Punkt P € I

mit P # (0,0), so gibt es eine kleine Umge-
bung U von P, fiir die man I'N U als Graph ei-

ner Funktion tiber der z-Achse oder der y-Achse
schreiben kann. Im Punkt (0,0) geht das aller-
dings nicht, da I" mit zwei Zweigen durch (0, 0)

lduft. In keiner noch so kleinen Umgebung von

(0,0) kann man I" nach x oder y auflésen. Lemniskate von Gerono

Im néchsten Satz geben wir Bedingungen dafiir an, wann man die Losungsmenge einer
Gleichung f(z) = 0 wenigstens lokal nach einer bestimmten Zahl von Variablen auflésen

kann, d.h. wann man sie lokal als Graph einer Funktion ¢ beschreiben kann. Dabei kann
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man in der Regel zwar ¢ nicht konkret angeben, man erhélt aber niitzliche konkrete

Formeln fiir ihre partiellen Ableitungen.

Satz 8.18 (Satz iiber implizite Funktionen)
offen und f : U — R™ eine stetig differenzierbare Abbildung.

Set UCc R* x R™
(Z15e5Tn)  (Y1seesYm)

Wir betrachten einen Punkt (a,b) € U mit

1. f(a,b) =0, d.h. (a,b) lést die Gleichung f(x,y) = 0.
2. Due letzten m Spalten der Jacobi-Matriz Jfqp) sind linear unabhingig, d.h.,

gor(a,b)  Gi(ab) S0 (a,b)
det : : : £ 0.
Um(a,b) Ym(ab) ... Glm(ab)

Dann existieren offene Umgebungen Uy C U wvon (a,b) und A(a) C R™ von a, sowie eine

eindeutig bestimmte Funktion ¢ : A(a) C R" — R™ mit

1. ¢(a) =, X Y _(a,0) = (a,0(a))
2. f(z,p(x)) =0 fir alle x € A(a). S
3. f~1(0) N Uy = graph(yp), T@ .

d.h., in einer Umgebung des Punktes (a,b) ist die =

Lésungsmenge der Gleichung f(z,y) = 0 durch “

den Graphen der Funktion @ beschrieben.
4. ¢ Ala) C R™ — R™ ist stetig differenzierbar und die partiellen Ableitungen sind
gegeben durch

(32) -~ fero) (20

eM(m,n,R)

Ve Ala).

eM (m,m,R) eM(m,n,R)

Beweis. 1) Konstruktion von ¢ (d.h. Auflésung von f(z,y) =0 nachy = (y1,...,Ym)):
Wir wenden dazu den Satz iiber den lokalen Diffeomorphismus an. Wir betrachten die

Abbildung F': U C R® x R™ — R™ x R™, definiert durch

F(z,y) := (z, f(z,y)).
F ist stetig differenzierbar und nach Voraussetzung gilt:

E, 0

oh a,b) ... 0h a,b
det ‘]F(a,b) = det 8yl.( ) (9ym(. ) ?é 0.

Afm Ofm
e (a,0) ... Gl (a,b)

Nach dem Satz iiber den lokalen Diffeomorphismus (Satz [8.16)) existieren offene Umge-
bungen U C U um (a,b) und V C R™ x R™ um F(a,b) = (a,0), so dass Flz: U — V ein

Diffeomorphismus ist. Da V offen ist, konnen wir eine offene Umgebung A(a) C R" von a
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und einen offenen Wiirfel (—¢, &)™ C R™ wihlen, so dass Vp := A(a) x (—e,e)™ C V. Sei
nun Uy := F~1(Vp) C U. Dann ist F|y, : Up — Vp ein Diffeomorphismus. Wir betrachten
die inverse Abbildung (F|y,)~! : Vo — Uy mit den Komponenten

(Fluy) ™" =: (F , Fy).
0 T

R™ RM

\

\

Dann erhalten wir

(2,9) = F(Fluy) ™ (@) = F(Fy (2,), Fy (,9)) = (B (z,9), f(F] (2,9), F5 (2,9)).

Folglich gilt
Fy (z,y) =,

[, Fy (my) =y V(zy) €V
Dies zeigt insbesondere, dass
F7H0) N Uy = {(x, F5 (2,0)) | = € A(a)}.
Wir definieren nun ¢ : A(a) C R® — R™ durch

o) = Fy (2,0).
Dann gilt:
1. ¢(a) = Fy (a,0) =b.
2. f(z,p(x)) = f(z, Fy (2,0)) =0 fir alle z € A(a).
3. [7H0)NUp = {(z, () | = € A(a)} = graph(y).

Die Eindeutigkeit der Abbildung ¢ mit den Eigenschaften 1) - 3) folgt aus der Konstruk-

tion.

2) Differenzierbarkeit von p:
Flu, : Up — Vp ist ein Diffeomorpismus, folglich ist die inverse Abbildung (F|y,)~! stetig
differenzierbar. Das gleiche gilt dann auch fiir ihre Komponente F; . Da ¢(x) = F, (x,0),

ist auch ¢ stetig differenzierbar.



8.8 Gleichungsdefinierte Flachen, ihre Tangentialebenen und Normalen 109

3) Die Formel fiir die partiellen Ableitungen von ¢:
Wir wenden die Kettenregel fiir partielle Ableitungen auf die Funktion
g:A(a) CR" —» R™,

9(z) = f(z,0(x) = f(@1, -, X0, p1(T1, s Tn)s o (T, -, 20)) = 0,

an und erhalten fiir x € A(a):

_ 99
0= r (x)
7j=1 =1
=0i;
of — Of i
5, (02 9(2)) + ; 5y (@ #(@) - (@)
Fiir die Komponenten (fi, ..., f,) der Funktion f bedeutet dies in Matrixschreibweise

(Freon) = (o) - (F@).  ©

Da die Abbildung F|y, : Uy — Vp ein Diffeomorhismus ist, ist die Matrix <%(m gp(m)))
fiir jedes « € A(a) invertierbar. Nach Multiplikation der Gleichung (%) mit der Inversen

der Matrix (g—g;(x, <p(x))> erhalten wir fiir die Ableitungen von ¢

()~ (Ghn) (G

8.8 Gleichungsdefinierte Flachen, ihre Tangentialebenen und Normalen

Am Ende von Abschnitt 8.1 hatten wir eine Formel fiir die Tangentialebenen an Fléchen
angegeben, die als Graph einer reellen Funktion in 2 Variablen gegeben sind:
Sei ¢ : U C R? — R eine stetig differenzierbare Funktion und F' der Graph von ¢, d.h.

Fi={(z,¢()) |z ecU}
Dann gilt fiir die Tangentialebene an F' im Punkt p = (z,y, o(z,y)) € F
Tanp,F =p+R- (1,0, %(m,y)) + R- (O, 1, g—‘;(x,y))

Wir wollen nun mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen eine Formel fiir die Tan-
gentialebenen an gleichungsdefinierte Fléachen in Termen der definierenden Gleichung her-

leiten.
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Definition 8.16. Sei f : U C R? — R eine stetig differenzierbare Funktion und
M :={(z,y,2) €U | f(z,y,2) =0} = f71(0) CR?

die Losungsmenge der Gleichung f(xz,y,z) = 0.

M heifit requldre Fldache, wenn jeder Punkt p € M ein regularer Punkt von f ist, d.h. wenn
gradf(p) # 0 fiir alle p € M.

Der Tangentialraum an M im Punkt p € M ist die Menge der Vektoren

T,M :={v € R*| 3 diffb. Kurve v : (—¢,&) = M mit v(0) = p und v'(0) = v}.

Beispiel: Der Graph F' = graph(y) ist eine regulire Fléche.
Wir betrachten die Funktion f: U x R — R mit

f(-T,y, Z) =c = 80(5'379)

Dann gilt F = f~10) = {(z,y,2) € U xR | 2 = ¢(z,y)} . Fiir den Gradienten von f

erhalten wir
gra'df(xaya Z) = ( - g%(x7y)7 _%(xvy)a 1) 7é 0.

Folglich ist F' eine regulare Flache.

Satz 8.19 Sei f : U C R? stetig differenzierbar, M = f~1(0) C R? eine regulire Fliche
und p € M. Dann ist der Tangentialraum T,M ein 2-dimensionaler Vektorraum und es
gilt

T,M ={v e R® | v L gradf(p)} = {v e R*| (v,gradf(p)) = 0}.

Beweis. Seip = (p1,p2,p3) € M. Da p ein reguldrer Punkt von f ist, gilt grad f(p) # 0, d.h.
mindestens eine der partiellen Ableitungen g—ﬁ(p), g—i(p), %(p) ist von Null verschieden.
Wir nehmen oBdA. den 3. Fall an (sonst sortieren wir die Koordinaten um). Nach dem
Satz iiber implizite Funktionen kann man die Gleichung f(z,y,2) = 0 in der Umgebung
von p nach z auflésen, d.h. existiert eine offene Umgebung A C R? von (p1,p2) und eine
stetig differenzierbare Funktion ¢ : A — R, so dass ¢(p1,p2) = ps und f(z,y,¢(z,y)) =0

fir alle (z,y) € AE| Es folgt mit der Kettenregel durch partielles Ableiten nach x und y:

0= L)+ SL) L), (8.17)
0 0 0
0=5L )+ 5L e (5.13)

Wir zeigen nun die Formel fiir den Tangentialraum.

1) T,M C {veR?|v Lgradf(p)}:

Sei v € T,M. Dann existiert eine differenzierbare Kurve v : (—¢,¢) — M mit v(0) = p
und 7/(0) =v. Da f(y(t)) = 0 fir alle t € (—¢,¢), gilt nach Kettenregel fiir Differentiale

3 Man konnte jetzt die Formeln fiir die Tangentialebenen eines Graphen aus Abschnitt 8.1 benutzen. Wir

werden die Behauptung aber nochmal direkt beweisen.
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0 = dfy0)(7'(t)) = (gradf(y(1)),7'(t)) =0,

und somit fiir ¢ = 0:
0 = (gradf(p),v) = 0.
Also ist v senkrecht zum Vektor gradf(p).

2) {veR?|v L gradf(p)} C T,M:
Sei v = (v1,v2,v3) € R3 ein Vektor, der senkrecht zu gradf(p) steht. Dann gilt

0 = (gradf(p),v) = gi(p) v+ af(p) “vg + 87(19) - V3.

Setzen wir in diese Gleichung (8.17)) und (8.18) ein, so erhalten wir

__of . 9 _of . 9» of
0= az(110) ax(pLPQ) vy (p) ay(p17p2)'v2+&(l7)‘v3,

und nach Division durch %(p) # 0:

%

0
v3 = a(m,pz) v+ ‘Fz(plvlh) - V.

111

(8.19)

Wir betrachten nun das parametrisierte Geradenstiick o : (—¢,¢) — Amit o(t) = (p1,p2)+

t(v1,v2) und die differenzierbare Kurve v : (—¢,¢) — M mit v(t) = (o(t), p(c(t)). Dann

gilt v(0) = (p1, p2, ©(p1,p2)) = p und nach Kettenregel

0 5]
7'(0) = <’Ula’023d90(p1,p2)(v17v2)) = <U1,v27 %(pl7p2) v1 + 8*5(291,]92) : UQ)

(v1,v2,v3) = V.

Somit gilt v € T, M.

Definition 8.17. Sei f : U C R? — R eine stetig differenzierbare Funktion,

M = f~10) C R3 eine regulire Fliche und p € M. Dann heifit die Ebene
Tan,M :=p+T,M C R’

Tangentialebene an M im Punkt p und die Gerade

Nor,M :=p+R-gradf(p) C R

die Normale an M im Punkt p.
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Beispiel 1: Das einschalige Hyperboloid
Wir betrachten das einschalige Hyperboloi(ﬂ

M= {(z,y,2) € R | 2? +¢* = 22 +1}.
M ist die Nullstellenmenge der Funktion f : R? — R
mit
flx,y,2) =2? + 22 — 22 — 1.
Da gradf(z,y,2) = (2x,2y,—2z) # 0 fir alle Punk-
te p = (x,y,2) € M, ist M eine regulare Fliche

im R3. Fiir den Tangentialraum in einem Punkt

p = (p1,p2,p3) € M erhalten wir:
T,M = {v € R* | (gradf(p),v) = 0} = {(v1,v2,v3) € R’ | pro1 + pavo = p3vs}.
Beispiel 2: Das Paraboloid
Wir betrachten das Paraboloid
M = {(x,y,2) €ER®| z = 2 + 4> + 1}.
M ist der Graph der Funktion ¢ : R> — R, gegeben durch
o(x,y) =z +9* + 1.
Wir konnen M als Nullstellenmenge der Funktion f : R® — R mit
flz,y,2) =2 +y* —z+1

beschreiben. Fiir den Gradienten von f gilt

gradf(z,y,2z) = (2z,2y,—1) # 0.

M ist also eine regulire Fliche im R3 und fiir den Tangentialraum im Punkt
p=(z,y,2% + y* + 1) € M erhalten wir:

TpM = {(Ul,vz,vg) S R3 | 2xv] + 2yv2 —v3 = 0}
= {(v1, v2,2zv1 + 2yv2) | v1,v2 € R}
=R-(1,0,2z) + R - (0,1, 2y).

4 Vielen Dank an Christoph Stadtmiiller und Thomas Neukirchner fiir die Bilder
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Integralrechnung fiir Funktionen mehrerer reeller Variablen
(Ein Ausblick)

Wir wollen nun auch die Integralrechnung auf Funktionen mehrerer reeller Variablen ver-
allgemeinern. Die Motivation zur Einfilhrung des Integrals ist auch hier Frage, wie man
Volumen von Teilmengen im R? (oder im R™) verniinftig definieren kann und wie man

dieses Volumen auch moglichst effektiv berechnen kann.

9.1 Das Problem der Volumendefinition fiir Teilmengen des R™

In Kapitel 6 hatten wir das Riemann-Integral von Funktionen einer Variablen benutzt,
um den Flicheninhalt gewisser Teilmengen des R? zu definieren und zu berechnen. Wir
wollen uns nun zunéchst mit der Frage beschéftigen, ob man fiir jede Teilmenge A des R"
ein Volumen i, (A) definieren kann, so dass eine Reihe geometrisch verniinftiger Eigen-
schaften erfiillt sind? Fir n = 2 soll uo alle Fliacheninhaltsformeln aus Kapitel 6 erfiillen.
Insbesondere soll das Volumen po(A) fiir eine klassische ebene Figur A ¢ R? (Dreieck,
Trapez, Rechteck, ...) der aus der Schule bekannte elementargeometrische Fléacheninhalt
sein. Das Volumen j3(K) eines Kérpers K C R? (Kegel, Zylinder, Kugel, . . .) soll mit dem
aus der Schule bekannten elementargeometrischen Volumen iibereinstimmen. Wir stellen
an eine Volumenfunktion pu, aulerdem die folgenden verniinftigen Forderungen:

L sei eine Funktion
tn: ACR" — pp(A) =: ?Volumen von A” € [0,00) U {o0} =: [0, 0]

mit den folgenden Eigenschaften:
1) Ist A C B, so gilt un(A) < pn(B) (Monotonie).
2)  py ist translationsinvariant, das heifit fir p € R™ gilt p, (A + p) = pn(A4).

3) Ist W =[a1,b1] X ... X [an, by] ein Quader im R", so gilt p,(W) = [](b; — a;).
i=1

4) Sind Aj, Ag, ... paarweise disjunkte Teilmengen, so gilt un( U An) = D pn(An)
n=1 n=1
(o —-Additivitdt).

g

Satz 9.1 FEs existiert keine Funktion p, : P(R™) — [0,00] mit den Eigenschaften 1)-4).

Beweis. Angenommen pu,, : P(R™) — [0, o0] ist eine Funktion mit den Eigenschaften 1) - 4).
Wir konstruieren uns eine (etwas merkwiirdige) Menge B C R", die dies zum Widerspruch

fiihrt. Dazu betrachten wir auf dem Wiirfel [0, 1]* ¢ R™ folgende Aquivalenzrelation:

x~y = r—yecQ
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Sei A C [0,1]™ eine Teilmenge des Wiirfels, die aus jeder dieser Aquivalenzklassen genau

ein Element enthalt. Wir definieren die Menge B nun durch

B = U A+r.

re[—1,1]»NnQn

Dann gilt:

a) B ist die Vereinigung abzéhlbar vieler Mengen, da Q™ abzéhlbar ist.

b) B ist eine disjunkte Vereinigung:
Seien r,s € [—1,1]" N Q" mit r # s. Angenommen es gibe ein b € (A+7)N (A + s).
Dann ist b = a+1r = a’ + s fir a,a’ € A. Daraus folgt a — a’ = s — r € Q, folglich
sind a und @’ dquivalent und somit gleich (denn A enthélt aus jeder Aquivalenzklasse
genau ein Element). Dann wére aber r = s (Widerspruch). Fiir verschiedene r, s gilt
also (A4+7r)N(A+s)=10.

c¢) Nach Konstruktion gilt [0,1]" C B C [-1,2]™.

Wegen der Monotonie von pu,, und der Festlegung des Wiirfelvolumens gilt dann
1= 101" € pn(B) < pa(=1,2") = 3"

Wegen der o—Additivitat und der Translationsinvarianz erhélt man

pn(B)= Y m(A+r) = D pa(A),

reQr[—1,1]n reQr[—1,1]n

Es folgt also

1< ) m(d) <3n
reQrnl—1,1)n

tn(A) wird dabei unendlich oft summiert. Dies geht aber nicht fiir eine Menge A mit
0 < pn(A) < o0. Dies liefert den Widerspruch. 0

Ausweg: Man definiert ein n—-dimensionales Volumen nicht fiir alle Teilmengen, sondern
nur fiir eine bestimmte Auswahl von Teilmengen.

1) Das Jordan—Volumen: p,(A) wird fiir bestimmte beschrankte Mengen A C R"™ defi-

niert. Dies ist die historisch erste Variante zur Prézisierung des Volumenbegriffes und

geometrisch leicht zugénglich. Alle uns in dieser Vorlesung interessierenden geometrisch
'verniinfigen’ beschrankten Mengen gehoren dazu.

2) Das Lebesgue-Ma$: i, (A) wird fiir eine viel groBere Klasse von Mengen definiert,

z.B. auch fiir unbeschrankte Mengen. Das ist die modernere Variante. Die Definition
ist technisch viel aufwéndiger. Die zugehorige Integrationstheorie (Lebesgue-Integral)

hat aber wesentlich bessere Eigenschaften als das Riemann-Integral).
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9.2 Das Jordan—Volumen

Ahnlich wie beim Riemann-Integral in Kapitel 6, wollen wir die *GroBe’ einer beschréinkten
Menge A C R™ dadurch messen, dass wir sie von Innen und von Auflen durch kleine
Quader approximieren und die ’Groflie’ von A durch das geometrische Volumen dieser

approximierenden Quader angeben.

Das Volumen des Quaders W = [a, b1] X ... X [an, by] C R™ ist die Zahl

n

vol(W) = H(b’ —a;).

=1

Definition 9.1. Eine Zerlegung des Quaders W ist ein n—Tupel P = (Py,...,Py) von
Zerlegungen Py, der Kanten [ay, bg]. Die Zerlegung P’ = (Pj, ..., Pl,) von W heifst Verfei-
nerung der Zerlequng P = (P1,...,Pn), wenn Py, fir jedes k =1,...,n eine Verfeinerung
von Py ist (Bezeichnung: P' > P).

Sei P = (P1,...,Pn) eine Zerlegung von W mit Py, = {zko, k1, - . ., Tk, } WObei

ak:$k0<xk1<---<xkrk:bk~

Durch
Wal...an = [1'10117171'1&1] XX [$nanflvajnan]
b2
fir 1 < a; < r; werden kleinere Quader definiert, die
W zerlegen. Somit ergibt sich fiir den Quader W 29
T1 Tn
W = U U Wai..am T21
a1=1 an=1
a2
vol(W) = > vol(Way...a)- a 1 !
aq...0p

Definition 9.2. Sei A C R" eine beschrinkte Teilmenge, Int(A) ihr Inneres und cl(A)
thr Abschlufs. Wir wahlen einen Quader W C R™ mit A C W . Sei P eine Zerlegung von
W. Dann heifst

S(A,W,P) = Z vol(Wa, . o) Obersumme von A bzgl. P,
Wal...an ﬁCl(A) ?é@

S(A,W,P) = Z vol(Was,...an) Untersumme von A bzgl. P.

Way...an C Int(A)

Fir zwei beliebige Zerlegungen P und P* von W gilt

S(A,W,P) < S(4,W,P").
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vol(A) :=sup{S(A, W, P) | P Zerlegung von W'} :

T T

| |

Definition 9.3. Die Zahl R ——— . - T - 4‘
l

|

|

N

|

|
heifst inneres Volumen von A, die Zahl i --r- — - T
|

vol(A) := inf {S(A, W, P) | P Zerlegung von W} !

heifst duferes Volumen von A. o7 T57-

Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl des Wiirfels W O A und es gilt
0 < wol(A) < wol(A) < +oc.

Definition 9.4. FEine Teilmenge A C R™ heifst Jordan—mefibar, wenn sie beschrankt ist
und vol(A) = vol(A) gilt. In diesem Fall heifst

vol(A) := vol(A) = vol(A)

das n—dimensionale Jordan—Volumen (oder der n—dimensionale Jordan—Inhalt) von A.
Eine Teilmenge A C R™ heifst Jordansche Nullmenge, wenn sie beschrankt ist und wenn
vol(A) =0 gilt.

J(R™) bezeichnet die Menge der Jordan—mef$baren Teilmengen des R™.

Im Fall n = 2 nennt man das Jordan-Volumen auch Fldcheninhalt von A und bezeichnet

es mit Area(A). Im Fall n = 3 nennt man das Jordan-Volumen kurz Volumen von A.

Jordansche Nullmengen sind Jordan—mef3bar und haben das Jordan-Volumen 0. Jede Teil-
menge einer Jordanschen Nullmenge ist selbst eine Jordansche Nullmenge. Der folgende

Satz bietet ein gut handhabbares Kriterium, um Jordan-Meflbarkeit nachzuweisen:

Satz 9.2 (Kriterium fiir Jordan—Mef3barkeit)
Sei A C R" eine beschrinkte Menge und 0A ihr Rand. Dann gilt

Dol(A) — vol(A) = wl(DA).
Insbesondere ist eine beschrinkte Menge A C R"™ genau dann Jordan—mefbar, wenn ihr

Rand 0A eine Jordansche Nullmenge ist.

Beispiele fiir Jordan-mefibare Mengen

a) Jeder Quader W = [ay,b1] X ... X [ap,b,] C R™ ist Jordan—meBbar mit den Jordan-
Volumen vol(W) = (by —a1) - ... (bn — an).

b) Die Menge [0, 1]> N Q% C R? ist nicht Jordan-meBbar.

c) Sei p: K C R"! — R eine stetige Funktion auf einer kompakten Menge K C R"~!,
Dann ist der Graph I, := {(z,¢(x)) | + € K} C R™ eine Jordansche Nullmenge.
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d) Jedes beschrinkte Gebiet A C R?, dessen Rand 0A aus Stiicken besteht, die man als
Graphen stetiger Funktionen ¢ : [a, b] — R darstellen kann, ist Jordan-mefibar. Z.B. ist
jedes Gebiet £2; unter dem Graph einer stetigen nicht-negativen Funktion f : [a,b] = R
Jordan-meBbar (solche Gebiete haben wir in Kapitel 6.1 betrachtet).

e) Jedes beschriinkte Gebiet 2 C R2 dessen Rand I' = 9 man durch eine einfache
stiickweise stetig differenzierbare Kurve parametrisieren kann, ist Jordan-mefibar (sol-
che Gebiete haben wir in Kapitel 6.4.2 betrachtet).

f) Jede beschrinkte Teilmenge B C R3, deren Rand 0B aus Graphen von stetigen Funk-
tionen ¢ : K C R? — R auf kompakten Mengen K besteht, ist Jordan-mefbar. Solche
Rénder liegen z.B. oft als gleichungsdefinierte Flachen vor (siehe Kapitel 8.7.).

Mit dem Kriterium aus Satz kann man auch die folgenden Eigenschaften Jordan-

meBbarer Mengen beweisen:

Satz 9.3 1. Ist A C R™ Jordan-mef$bar, so sind auch das Innere Int(A), der Abschluf
cl(A) und der Rand 0A Jordan-meflbar und es gilt

vol(Int(A)) = vol(A) = vol(cl(A)) und vol(0A) = 0.

2. Sind A und B Jordan-mefibar, so sind auch AU B, AN B und A\B Jordan-mefbar.

3. Das Jordan—Volumen definiert eine Volumenfunktion
pn A€ J(R™) — wvol(A) € [0,00)
mit den Figenschaften 1)-4) aus Abschnitt 9.1.

Im néchsten Abschnitt werden wir das Riemann-Integral fiir Funktionen mehrerer reeller

Variablen definieren. Es wird uns Methoden liefern, um das Jordan-Volumen zu berechnen.

9.3 Das Riemann-Integral fiir Funktionen mehrerer reeller Variablen

Die Definition des Riemann-Integrals im Mehrdimensionalen verlauft vollig analog zum
1-dimensionalen Fall (siehe Kapitel 6).

Sei W C R" ein Quader und f : W — R eine beschriankte Funktion. Wir betrachten eine
Zerlegung P von W mit den Teilquadern Wy, q,, -

Als Obersumme von f beziiglich P bezeichnet man die Zahl

g(fa 73) = Z Sup(f|Wa1“.an) : ’UOZ(WalA..an)-

Als Untersumme von f beziiglich P bezeichnet man

S(f,P)= Y wf(fiy,, ) vol(War.a,)-

Way...an
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Fiir zwei beliebige Zerlegungen P und P* von W gilt wieder
S(f,P) < S(f,PY).
Wir erhalten also
s%p S(f,P) :=sup{S(f,P) | P Zerlegung von W}

< inf {S(f,P) | P Zerlegung von W}
=:inf S .
inf S(f,P)

Definition 9.5. Eine Funktion f : W — R heif$t Riemann—integrierbar, wenn sie be-
schrankt ist und sup S(f,P) = i%f S(f,P) gilt.

P
In diesem Fall heifit die Zahl

[ @) doi=sup 5(1.7) = inf 5(4,P)
P P

das Riemann—Integral von f dber W. (Dabei ist © = (z1,...,2zy) € R").
Auch im Mehrdimensionalen gilt:

Satz 9.4 (Riemannsches Integrierbarkeitskriterium)
Sei W ein Quader im R™. Fine Funktion f : W — R ist genau dann Riemann—
integrierbar, wenn sie beschrankt ist und fiir jedes € > 0 eine Zerlegung P von W existiert,
so dafs

S(/,P) - 8(/,P) < .

Wie im 1-dimensionalen Fall beweist man folgende Eigenschaften des Riemann-Integrals:

Satz 9.5 Seien f,g: W C R"™ — R Riemann—integrierbare Funktionen auf einem Quader
W. Dann gilt

1. Fur reelle Zahlen A und p ist die Funktion Af + ug ebenfalls Riemann—integrierbar

und
JOvs@ g =x- [ f@)dn + - [ o) da.
w W w

2. Das Produkt f-g: W — R ist Riemann—integrierbar.

3. Der Betrag |f]|: W — [0,00) ist Riemann—integrierbar und

| [@ae] < [1s@)de
w w

4. Ist f < g, so gilt /f(x) de < /g(a:) dx.

w w
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Im folgenden Satz sind die drei wichtigsten Beispiele fiir Riemann—integrierbare Funktio-

nen zusammengestellt, die wir im Folgenden benutzen werden.

Satz 9.6 Sei W C R" ein Quader.

1. Jede stetige Funktion f: W — R ist Riemann-integrierbar.

2. Sei f:W — R beschrinkt und die Menge der Unstetigkeitsstellen von f eine Jordan-
sche Nullmenge. Dann ist f Riemann-integrierbar.

3. Sei A C R" eine Jordan—meflbare Menge und W ein Quader im R™, der A enthdlt.
Mit x4 : W — R bezeichnen wir die charakteristische Funktion von A, das heifit die

1 fallsx e A,
xA(zx) =
0 fallsze W\ A.

Funktion

Dann ist xa Riemann—integrierbar und fir das Jordan-Volumen von A gilt

vol(A) = /XA(QJ) dx.

w

Beweis. Wir beweisen 3). Sei P eine Zerlegung von W. Dann gilt

S(xa,P) = > sup(xalw+) -vol(W*) = > wol(W*)

W*eP WH*NA#D
< > wil(W*) =S8(A,W,P),
W*Ncl(A)#£D

S(xaP)= > inf(xalwe) - vol(W*) = >~ wol(W*)

Ww*ePpP W*CA
> > wol(W*) = S(A,W,P).
W*CInt(A)

Somit gilt
S(A,W,P) < S(xa,P) <S(xa,P) < S(A,W,P)

und folglich

vol(A) = sup S(A, W, P) <sup S(xa,P) < i%f S(xa,P) < i%fg(A, W, P) = vol(A). (9.1)
P P

Da A Jordan-mefbar ist, gilt vol(A) = vol(A) = vol(A). Folglich muf in (9.1)) iiberall
Gleichheit stehen. D.h. x4 ist Riemann—integrierbar und es gilt

vol(A) = /XA(:B) dx.

w O

Wir wollen jetzt Funktionen iiber Jordan-meflbaren Mengen A C R"™ integrieren.
Ist W ein Quader, der A enthélt, und f : W — R Riemann-integrierbar, so ist auch das
Produkt f-xa : W — R Riemann-integrierbar (Satz und Satz . Wir schneiden
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f hierbei aulerhalb von A ab und ersetzen die Funktionswerte dort durch Null. Auf A
stimmen f und f - x4 iiberein.

Haben wir eine nur auf A definierte Funktion f : A — R gegeben, so setzen wir f zunéchst
auf W durch Null fort, d.h. wir definieren zusétzlich f(x) := 0 fir alle x € W\ A. Ist
f z.B. auf A stetig, so liegen die Unstetigkeitsstellen der Fortsetzung auf dem Rand JA.
Da A Jordan-mefibar ist, ist der Rand 0A eine Jordansche Nullmenge und deshalb "klein’
genug, um die Riemann—Integrierbarkeit der Fortsetzung zu sichern (siehe Satz .

Definition 9.6. Sei A C W Jordan—-mefbar und f : W — R Riemann—integrierbar. Unter

dem Riemann—Integral von f iber A verstehen wir die Zahl

][f j/cf,xAxx>dm.

Insbesondere gilt fiir das Jordan—Volumen einer Jordan-mefibaren Menge A C R"

vol(A) = /lda:.
A
Die Rechenregeln von Satz gelten auch fiir das Integral iiber eine Jordan—-mefibare
Menge A. Auflerdem erhélt man durch Einsetzen der Definition:

Satz 9.7 Sei f: W — R Riemann—integrierbar, A, B C W Jordan—meflbar und disjunkt
und N C W eine Jordansche Nullmenge. Dann gilt

/ fz)de = /f(x)dx+/f(x)d:z
A B

AUB
/f(:r)d:v = /f(ac)dac
A AN
/f(a:) drx = 0.
N

Vollig analog man zum 1-dimensionalen Fall kann man den Mittelwertsatz beweisen.

Satz 9.8 (Mittelwertsatz)
Sei f: W — R stetig, g : W — R Riemann—integrierbar und g > 0. Dann existiert ein

Ee W mat
[ t@g@ds = 1©)- [ ooy
w w
Insbesondere existiert ein &g € W mit

/f £(&) - vol(W).

In den folgenden beiden Abschnitten werden wir Methoden kennenlernen, mit denen man
die Berechnung des mehrdimensionalen Riemann—Integrals auf die Berechnung des Inte-
grals im 1-dimensionalen Fall zuriickfithren kann. Die Methoden fiir Letzteres haben wir
in Kapitel 6 behandelt.
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9.4 Der Satz von Fubini und das Prinzip von Cavalieri

Der zentrale Satz der mehr-dimensionalen Integralrechnung ist der Satz von Fubini. Mit
diesem Satz fithrt man die Integration iiber einem Quader Wi x Wy C R" x R™ = R"* ™™ auf
die Integration iiber die Faktoren W; und Ws zuriick. Dies erlaubt es dann, die Integration

auf die 1-dimensionalen Riemann—Integrale zuriickzufiihren, die wir aus Kapitel 6 kennen.

Satz 9.9 (Satz von Fubini)
Seien W1 C R™ und Wo C R™ zwei Quader, W := W1 x Wy ihr Produkt im R™"™ und
f: Wy x Wy = R eine Riemann—integrierbare Funktion.

1. Sei x € Wy fiziert und gy : Wo — R definiert durch g(y) := f(x,y). Wir setzen
voraus, dass die Funktion g, fir alle x € Wi Riemann-integrierbar ist. Dann ist die
Funktion G : W1 — R, definiert durch die partielle Integration tiber Wa

G(z) == /gx dy—/fﬂfydy,

Wa

Riemann-integrierbar und es gilt

|ty /G //fxydy)dw

W1 X WQ 1

2. Seiy € Wa fiziert und hy : Wi — R definiert durch hy(z) := f(x,y). Wir setzen
voraus, dass die Funktion hy fir alle y € Wo Riemann-integrierbar ist. Dann ist die
Funktion H : Wy — R, definiert durch die partielle Integration tuber Wi

H(y) == /hx(y)dx = /f(w,y)dﬂﬁ
Wi Wy

Riemann-integrierbar und es gilt

/fxy (2, y) /H /(/f(w,y)dw)dy
W

W1 X W2 W2

Bemerkung: Ist f: W; x W — R Riemann—-integrierbar, so miissen die Funktionen
. Wo — R und hy : Wi — R nicht unbedingt Riemann-integrierbar sein. Dies mufl
man deshalb zuséatzlich voraussetzen.

Ist f: W7 x Wy — R stetig, so sind g, : Wo — R und h, : W7 — R ebenfalls stetig und
folglich auch Riemann—integrierbar. In diesem Fall konnen wir den Satz von Fubini ohne
zusatzliche Voraussetzungen iiber g, und h, anwenden und erhalten die Formel fiir die

iterierte Integration

/f(aay)d(myz/ /ffvydy //fwydw

W1 xWs Wy
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Beweis des Satzes von Fubini. Sei P = (Pi,...,Pp) eine Zerlegung von Wi mit den

Teilwiirfeln W*, P = (751, ..., Pp) eine Zerlegung von W5 mit den Teilwiirfeln W**. Dann
ist Q:= (P, P) eine Zerlegung von Wi x Wy mit den Teilwiirfeln W* x W** und es gilt

S WL x Wo, @ = > inf(fi ) - v0L(WF) - w0l (W),
WHeP, WH*eP

Ist x € W*, so gilt inf(f),. ) < inf(ge|ws). Fir festes W* und 2 € W* erhalten wir

also
D nf(fie e ) vl (W) <Y inf(galwes) - vol (W) = S(ge, Wa, P)
WH*eP WH*eP
< /gx(y)dy = G(7).
Wa

Daraus folgt

> it (fiy, e ) - vl (W) < inf{G(x) | 2 € W*}- = inf (G|w-).

WP
Somit ist
S(f, Wi x Wa, Q) < > inf (Glw+) - vol(W*) = S(G, W1, P). (%)
WeP
Analog zeigt man,
?(f, W1 x Wa, Q) > ?(G, Wl,P). (**)

Daraus erhalten wir

(% _ () _
S(f, W1 x W, Q) < S(G,W1,P) < S(G,W1,P) < S(f, W1 x Wy, Q).

=

Da f auf W7 x Wy integrierbar ist, folgt

/ f(xvy) d(l‘,y) = Sgp §(f’ Wl X W27 Q) = HQlf g(fv Wl X W27 Q)
Wi xWs

Folglich gilt
sup S(G,W1,P) = inf SGWP) = [ fy)diay).
Wi xWa
G : W1 — R ist also Riemann—integrierbar und es gilt
[([t@nd)ar = [ fedey.
W1 WQ W1><W2

Offensichtlich gilt der gleiche Beweis, wenn man die Rollen von W; und Wy vertauscht.
Dies beweist dann den 2. Teil von Satz[9.9] 0
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Folgerung 9.1 (Iterierte Integration stetiger Funktionen auf Quadern)

Sei f: W = [a1,b1] X ... X [an,by] — R eine stetige Funktion. Dann kann man das
Riemann—Integral von f dber W durch schrittweise Integration nach jeweils einer Varia-
blen berechnen und das Ergebnis hangt nicht von der gewdahliten Reihenfolge der Integration

ab. D.h. fir jede Permutation o von {1,2,...,n} gilt:

b1 b2 bn—l bn

/f(x)d:c - /(/ / (/f(xl,...,xn)dxn>dxn_l...>dx1
w as an—1 an

ai

by1)  bo(2) bo(n-1) bo(n)
= / < / oo / < / f(a:l, oo ,.%'n) dma(n)> d.%'a(n_l) .. ) d.%'a(l).
a5(1) Qo (2) A5(n—1) Qo(n)

Diese Rechenregel kann man auf die Integration iiber mefibaren Mengen A C R"™ iiber-
tragen. Dazu schneidet man A mit Hyperebenen, die parallel zu den Koordinatenebenen

sind.
Definition 9.7. Sei A C R™ und ¢ € R eine fizierte Zahl. Die Menge
Ac:={(z1,...,n-1) | (21,...,2n_1,¢) € A} = projgn (AN{z, =c}) CR* L.

heifst c-Schnitt von A entlang der n—ten Koordinate. Analog definiert man den c-Schnitt

entlang der anderen Koordinaten.

Folgerung 9.2 (Iterierte Integration stetiger Funktionen auf Jordan-Mengen)
Sei A C R" eine Jordan—meflbare Menge, ¢ € R und sei der c-Schnitt

Ac = {("El) "7'/1:71/—1 | ($17‘ : 'an—17c) 6 A} C Rnil

Jordan—mefbar fir alle ¢ € R. Wir wdahlen ein
Intervall [c1, ca] mit A. =0 fir alle ¢ & [e1, o).
Sei f: A— R eine stetige Funktion. Dann gilt

flx)dx = CQ( flxy, ... xp_1,c)d(z,. .. ,xn_1)> dc.
A Ac

C1

Die analoge Formel gilt fiir die Schnitte entlang

der anderen Koordinaten.

Beweis. Da A beschréankt ist, gibt es einen Quader W := W x [c1, ¢2], der A enthélt. Nach

Definition des Riemann-Integrals von f {iber A gilt
[ t@ydo= [ xa@(e) da.
A w

Mit Satz dem Satz von Fubini folgt dann
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Cc2

[t@ar= [ @@= [ [0 fo.ody)de
A

Wi x[er,c2] a1 Wi
wobei y = (x1,...,2p-1). Es gilt y € A, genau dann, wenn (y,c) € A. Folglich ist
xA(y,c) = xa,(y) und wir erhalten

Cc2

/f(x)dw—/cQ(/XAc(y%f(ym) dy) dc—/(/f(y,c)dy) de
A Ac

C1 %% C1

O

Setzt man der letzten Folgerung f = 1 ein, so erhélt man eine Methode zur Berech-
nung des n-dimensionalen Jordan-Volumens vol,(A) von A € J(R") durch die (n — 1)—

dimensionalen Jordan-Volumen vol,,_1(A.) der Schnittmengen A, C R"~ 1.

Folgerung 9.3 (Das Prinzip von Cavalieri zur Volumenberechnung)
Sei A C R™ eine Jordan-mefbare Menge und seien alle c-Schnitte A. C R"™! nach einer

fizierten Variablen ebenfalls Jordan—mefbar. Dann gilt

Cc2

voly(A) = /Uolnl(AC) de,

Cc1

wobei [c1,ca] so gewdhlt ist, dass A. = fir alle ¢ & [c1, ca).

Beispiel 1: Sei f: W = [a1,b1] X [a2,b2] — R eine stetige Funktion der Form

f(z,y) = hi(x) - ha(y).

Dann gilt
bl b2
[ tendey) = [ m@ds - [ haw) iy
w al az
Wir benutzen zum Beweis die Iterationsformel und erhalten
by b b1 bo
[t@mdan = [ ([ m@):nwds)is = [ me-( [ ha)dy)do
W ai as al as
b1 b2
:/hl(az) dx - /hg(y) dy.
al as

Eine analoge Formel gilt fiir drei oder mehr Variablen.

Beispiel 2: Wir betrachten die Funktion f:[0,1] x [0,1] = R,
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flz,y) =2 +y",

und berechnen das Integral von f iiber [0,1] x [0,1]:

1 1 1
1
f(z,y)d( —/ /:n + 94 / 330 + gyt ’O)dy
[0,1]x[0,1] 0 0 0

/ 11 8
_ oy, L1 18
_/(+y)@_3+5 15

0

Beispiel 3: Wir betrachten die Kreisscheibe D := {(z,y) € R? | 22 + %> < 1} und
berechnen das Integral der Funktion f :R? — R, mit f(x,y) :=z +y, iiber D.
Der Rand von D, d.h. die Menge 0D = {(z,y) | f(z,y) = 2®> +y* = 1} = S, ist eine
Jordansche Nullmenge (man kann sie als Graphen von Funktionen darstellen). Also ist die
Kreisscheibe D Jordan—mefbar und wir konnen rechnen

1

/fwy (z,9) /‘/fxcw

-1

Da
DC:{meR\xZ—i—cle}:[—\/1—02,\/1—62]
folgt
1 Vi 1 —
/f(z:,y)d(:c,y)z/( (m+c)dx>dc = /<2x +cx) —dc
D Ny “1

Beispiel 4: Das Volumen von Mengen unter Funktionsgraphen.
Sei A C R" Jordan—mefbar, f: A — [0,00) stetig und

Qp :={(z,y) e AXR[ [0 <y < f(z)}

die Menge unter dem Funktionsgraphen von f. Die Menge {2 ist Jordan-mef3bar, da der

Rand von 2y aus Graphen stetiger Funktionen besteht. Fiir das Jordan-Volumen von (2

vol(Qf):/f(x)dx
A

Ist A = [a,b] C R, so entspricht dies dem Flicheninhalt von {2¢, den wir in Kapitel 6
definiert haben.

gilt:
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Zur Berechnung des Integrals wahlen wir einen Quader W; C R™, der A enthélt. Nach

Definition ist dann

sup f

vol(§27) = / xo;(z,y) d(z,y) = / ( / X2, (2,y) dy) dz.
Wi x[0,sup f] W1 0
Es gilt
_ ) xa(z) falls y €0, f(z)],
X (@.y) = {0 sonst.
Daraus folgt
f(x)
vol(£2f) = / ( / xa(z) dy) dx = /XA(:U)-f(x) dx = /f(:r:) dx.
Wi 0 konst. Wi A

Beispiel 5: Das Volumen von Rotationskérpern im R3.

Sei 1 : [a,b] — R eine nicht-negative stetige Funkti-
on. Wir betrachten in der zz—Ebene den Graphen der
Funktion z = ¢(z) und rotieren diese Kurve um die z—
Achse. Die Menge V,, die von der dabei entstehenden
Flache eingeschlossen wird, heif3t der von i erzeugte

Rotationskorper. Sie ist beschrieben durch
Vi = {(2,y,2) € R® | 2 +y* <9(2)°}.

Der Rotationskorper Vi, ist Jordan-meBbar, da sein

Rand eine regulare Flache, d.h. eine Jordansche Null-

menge ist. Dann gilt fiir das Volumen von V,

b
vol(Vy) = - /¢2(z) dz.

Zum Beweis betrachten wir die Schnitte von Vj, nach der 3. Koordinate. Der z—Schnitt
von V, ist die Kreisscheibe D12/)(z) vom Radius 9(z). Eine Kreisscheibe D? vom Radius r
hat das Jordan-Volumen (d.h. in diesem Fall den Flicheninhalt) Area(D?) = 7r?. Aus

dem Prinzip von Cavalieri folgt damit

b b
vol(Vy) = /Area(D,i(z))dz :W-/¢2(z) dz.

Beispiel 6: Das Volumen der Kugel im R? vom Radius R.

Wir bezeichnen die abgeschlossene Kugel im R? vom Radius R mit D%, d.h.

D3 = {(x,y,2) e R® | 2® +¢® + 22 < R?}.
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Fiir das Volumen von D% gilt

4
vol(D%) = §WR3.

Zum Beweis betrachten wir die Kugel als Rotationskorper. Die rotierende Funktion in der
zz—Ebene ist hierbei ¢ : [-R, R] — R mit

¥(z) =V R? - 22
Folglich gilt nach Beispiel 5:

R
R 1 4R 2 4
3y _ S N 2 _ 1 _ 3_4p3) _ % p3
vol(D3) —w/(R 22)dz W(R ZLR 22 ‘7}%) w(2R R ) SR
—R

9.5 Die Transformationsformel fiir Riemann-Integrale

Die zweite wichtige Formel zur Integralberechnung ist die Transformationsformel. Mit
dieser Formel kann man das Riemann-Integral {iber einer Jordan-mef3baren Menge B, die
"kompliziert” aussieht, auf ein Riemann-Integral iiber einer Menge A zuriickfithren, die
"einfacher” aussieht (die z.B. ein Quader ist). Dazu benutzt man eine Koordinatentrans-

formation, die die Menge B durch Koordinaten aus der einfacheren Menge A beschreibt.

Satz 9.10 Sei ¢ : U C R™ — V C R" ein Diffeomorphismus (d.h. eine Koordinatentrans-
formation) zwischen den offenen Mengen U und V', f : V — R eine stetige Funktion und
A C U Jordan-mefbar. Dann ist ¢(A) ebenfalls Jordan-mefsbar und es gilt

/ fy)dy = /f(¢(a:))-‘deth§w‘dx.
9(4) A

Diese Formel verallgemeinert die Substitutionsregel fiir Riemann-Integrale von Funktionen
einer Variablen: Sei ¢ : [a,b] — [c,d] ein Diffeomorphismus. In diesem Fall ist die Jacobi-
Matrix J¢, = ¢'(x). Wir fithren die Substitution y = ¢(z), dy = ¢'(x)dx durch. Dann

gilt
~1(d)

d ¢
[rwa= [ fo@)é@d.
c ¢~ (c)
Es ist entweder ¢/(x) > 0 fiir alle z € [a,b] oder ¢'(x) < 0 fiir alle x € [a,b], denn ¢’ ist
stetig und ¢'(x) # 0, da ¢ ein Diffeomorphismus ist. Ist ¢/(z) > 0 fiir alle = € [a, ], so ist
¢ streng monoton wachsend und es gilt ¢~ '(c) = a und ¢~1(d) = b. Ist ¢'(x) < 0 fiir alle
x € [a,b], so ist ¢ streng monoton fallend und es gilt ¢~*(c) = b und ¢~ *(d) = a. Folglich
erhalten wir
d b

b
/ fy) dy = / F(6(x)) 16 (z)] dz = / f(6(x)) - | det T, | da.

Cc a
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In den folgenden Beispielen demonstrieren wir die Anwendung der Transformationsformel.

Beispiel 7: Wir berechnen das Integral / (2 +9?) d(z,y) .
(z—a)2+y2<a?

Der Integrationsbereich ist die Kreisscheibe um (a,0) vom
Radius a, d.h.

B:={(z,y) e R?| (z — a)® +y* < d*}.

Um das Integral zu berechnen, beschreiben wir B (bis auf

e

eine Nullmenge) durch Polarkoordinaten um (a,0):

Jeden Punkt (z,y) von B schreiben wir als o = a + r cos ¢

und y = rsiny. Die Abbildung

¢ : (0,00) x (0,27) — R*\ ([0, 00) x {0})
—
:=NNullmenge

(r,) — (a+ rcosp,rsingp).

ein Diffeomorphismus. Es gilt B\ N = ¢((0,a) x (0,27)). Die Determinante der Jacobi-

Matrix von ¢ ist

det Jo () = det <Cf)w TSIW) —r>0.
’ siny rcosy

Wir erinnern uns daran, dass man zum Integrationsbereich Nullmengen beliebig hinzu-

nehmen oder herausnehmen kann, ohne das Integral zu verandern (siehe Satz . Aus

der Transformationsformel folgt dann

/<x2+y2>d<x,y> - / (2 + y?) d(x.y)
B B\N
Trgfo

(0,a)%x(0,27)

(a + rcos (,0)2 + r? sin? @) - | det Jpr. )| d(r, )

= / (a®r + 2rfacos ¢ + 13 cos® p + rPsin? @) d(r, @)

[0,a] % [0,27]
a 2m
Fubini 2 2 3
= /(/(a r+2rfacosp +r )dgo)dr
0 0
r 2 4
a a
= 27r/(a2r+r3)dr = 2%(@2% . + % 0)
0

4
= —ma .
2
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Beispiel 8: Wir berechnen das Integral / lzy| d(z,y, 2).

224y2422<1

Der Integrationsbereich ist die Kugel D? vom Radius 1. Wir betrachten die Kugelkoordi-

naten im R3

¢: (0,00) x (=2, 7) x (0,21) — R*\ ([0,00) x {0} x R)

:=L Nullmenge
mit
o(r,u,v) := (rcosucosv, rcosusinv, rsinu).
Die Menge D7\ L wird durch die Kugelkoordinaten aus der Menge
A:=(0,1]x (—Z,Z) x (0,2m)

beschrieben, d.h. es gilt ¢(A) = D3\ L. ¢ ist ein Diffeomorphismus mit der Jacobi-Matrix

COSU - COSV —r-sinu - cosv —7r-cosu - Sinv
J¢(r,u7v) = | cosu-sinv —r-sinu - sinwv T - COSU - COSV
sinu T COSU 0

Fir die Determinante der Jacobi-Matrix berechnet man
| det J@ . u)| = r? . cosu.

Wir benutzen wieder, dass man zu Integrationsgebieten Nullmenge beliebig hinzufiigen

oder wegnehmen kann, ohne das Integral zu verandern und erhalten aus der Transforma-

tionsformel
[lesldwys) = [ layldiwz)
D} D}\L
Trafo .
= /|7“ cosucosv| - |rcosusinv| - | det J¢(r,u,v)| d(r,u,v)
A
= / 4 cos®u - | sinv cos v| d(r, u,v)
0,1]x [~ 5, %] x[0,27]
1 /2 2m
el /r4dr- / cos3udu-/§]sin2vldv
0 77r/2 0
Da
27 4m T
%/]Sin?udv = }1/|Sinw\dw = /sinwdw = 2,
0 0 0

und
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/2 ) w/2
i /2 4
/ cosdudy TEnt COF USHMUTT 3 / cosudy = -
3 /2 3

—7/2 —7/2

folgt

[levl dGev2) = .
D3

Beispiel 9: Geometrische Interpretation der Determinante

Sei L : R™ — R" ein linearer Isomorphismus. Dann gilt fiir jede Jordan-mefbare Teilmenge
ACR®
vol (L(A)) = | det(L)| - vol(A).

Zum Beweis benutzen wir, dass L : R™ — R” ein Diffeomorphismus ist und wenden die

Transformationsformel an:

vol(L(A)) = /1da::/]detdLm\d:c:/]detL\dm
A A

L(A)

_ \detL\/lda: — |det L| - vol(A).
A

Daraus erhalten wir die aus der Vorlesung Lineare Algebra bekannte geometrische Inter-
pretation der Determinate einer regularen Matrix:
Sei (aj,...,a,) eine (n x n)-Matrix, deren Spaltenvektoren ai,...,a, linear unabhingig
sind. Wir betrachten den linearen Isomorphismus L : R" — R”, der die kanonischen
Basisvektoren e; auf a; abbildet (i = 1,...,n). Dann ist (aj,...,a,) gerade die Darstel-
lungsmatrix [L] von L bzgl. der kanonischen Basis des R™. Die Vektoren ay, .. ., a, spannen
das Parallelotop .
Play,... a,) = { S Nai|0< < 1} c R"

i=1

auf. Dann gilt
P(ai,...,a,) = L([0,1]")

und wir erhalten
vol(P(ai,...,a,)) = vol(L([0,1]")) = | det L| - vol([0,1]") = | det[L]| = | det (a7 ... aq)|.

Dies liefert
|det (a1 ... an)| = vol(P(ay,...,a)).
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partielle, diskreter,
Integrierbarkeitskriterium innerer Punkt,

Riemannsches, [ offene Teilmenge, [59|
isoliertes lokales Maximum, Rand einer Teilmenge,
isoliertes lokales Minimum, vollstandiger,
Isometrie, Minimum
isometrische metrische Riume, [54] lokales, [06]
Iterierte Integration, [[23| striktes lokales,

Mittelwertsatz

Jordan-mefibare Menge, [116 fiir Funktionen mehrerer Veranderlicher,
Jordan-Volumen, [T16] Mittelwertsatz fiir Riemann-Integrale, [T20]
Jordansche Nullmenge, [TT6| Multiindex, 03

kartesisches Produkt metrischer Raume, Ordnung eines,

Kettenregel, 2] n-te partielle Ableitung,
fiir partielle Ableitungen, [84] Norm, [53]
kompakt, Normale an eine Fliche,
kontrahierende Abbildung, normierter Vektorraum,
Kontraktion,
konvergente Folge, [55] oberes Riemann-Integral, [3]
konvexe Menge, [6§ Obersumme von A bzg. P, [[15]
Koordinatentransformation, Obersumme von f bzgl. P,
Kugelkoordinaten, [L00 offen,
Kurve
cinfache, [57] parametrisierte Kurve, [3T]
geschlossene, Parametrisierung einer Kurve, [31]

parametrisierte, [31] Partialbruchzerlegung

positiv-orientierte, m komplexer rationaler Funktionen,

reeller rationaler Funktionen, [I§]

Linge partielle Ableitung, [77]

einer rektifizierbaren Kurve, der Ordnung n, [90]

einer stiickweisen C'-Kurve, hoéherer Ordnung,

eines Intervalls, [2] partielle Ableitungen
Leibnitzsche Sektorformel, [A0] Kettenregel, [84]
Lipschitz—Konstante, [57] Vertauschbarkeit, [01]
lipschitzstetig, @ partielle Integration,
lokales Maximum, positiv-orientierte Kurve, [37]
lokales Minimum, @ Positivitat,
Luftlinienabstand, [52] Prinzip von Cavalieri, [[24]

Produktmetrik,

Mannheimer-Metrik, punktweise konvergente

Maximum Folge von Funktionen,
lokales, [06]
striktes lokales, [06] Rand einer Menge,
Metrik, Randpunkt einer Menge,
der franzosischen Eisenbahn, regulare Flache,
diskrete, rektifizierbare Kurve, [34]
metrische Riume Richtungsableitung, [76]
isometrische, Riemann—Integral fiir Funktionen mehrerer
kartesisches Produkt, Variabler, m

metrischer Raum, Riemann—integrierbar



uneigentlich,
Riemann-Integral {iber eine Jordan-mef3bare
Menge, [120]
Riemann-integrierbare Funktion mehrerer
Variablen, [TT§]
Riemannsches Integrierbarkeitskriterium, [4]

Rotationskorper, [126

Satz iiber
die Stetigkeit der inversen Abbildung,
die Umkehrabbildung,
implizite Funktionen,
Satz von
Schwarz,
Satz von Fubini,
Schnitte Jordan-mefbarer Mengen, [123]
Schraubenlinie, [32] [36]
Sektorformel,Leibnitzsche, [40]
Spirale,archimedische, [42]
Standardmetrik,
Sternkurve,
stetige Abbildung, [64]
stetige Abbildung in einem Punkt,
striktes lokales Maximum,
striktes lokales Minimum,
Substitutionsregel,
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Symmetrie, [5]]

Tangentialebene an eine Flache,
Tangentialraum an eine Fliche, [TI0]
Taylorformel
mehrdimensionale,
Teilintervall,
Transformationsformel fiir Riemann-Integrale,

Umkehrfunktion

Ableitung der, [I00]
Umkehrsatz, m
uneigentlich Riemann—integrierbar,
unteres Riemann Integral,
Untersumme von A bzg. P, [[15]
Untersumme von f bzgl. P, [[17]

Verfeinerung der Zerlegung eines Intervalls,
vollstandiger metrischer Raum,

Weg, [67]

wegzusammenhéngend, [67]

Zerlegung eines Intervalls,
Zerlegung eines Quaders,
zusammenhangende Teilmenge,
Zylinderkoordinaten, [39]
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