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Hinweise zur Abgabe der Ubungsaufgaben:
o Losen Sie jede Aufgabe auf einem extra Blatt.
o Versehen Sie jedes Blatt mit Threm Namen, der Matrikelnummer und der Nummer Threr Ubungsgruppe (Montag/Mittwoch).
e Sie diirfen die Losungen einzeln oder (maximal) zu zweit abgeben.
o Die Aufgaben werden Montags vor der Vorlesung abgegeben. Verspitete oder elektronische Abgaben werden nicht akzeptiert.

Vorbemerkungen:

e Diese Ubungsserie hat eine zweiwdchige Bearbeitungsdauer und den 1,5-fachen Umfang der
sonstigen Ubungsserien (und daher die Gesamtpunktzahl 30).

e Alle Aufgaben dieser Serie sollen — auch wenn nicht explizit angegeben — mithilfe der Defi-
nition des Riemann-Integrals und der dafiir geltenden Sitze (siehe Vorlesung), d. h. ohne die
Verwendung von Stammfunktionen und des Hauptsatzes der Differential- und Integralrech-
nung, gelost werden.

Aufgabe 4.1

(a) Bestimmen Sie die Ober- und die Untersumme der Funktion f mit f(x) = x> iiber dem Intervall
[0; 5] bei einer Zerlegung ¢ dieses Intervalls in 100 gleich lange Teilintervalle. 3 Pkt.

(b) Zeigen Sie (fiir das Beispiel aus Aufgabenteil a): Strebt die Anzahl der Teilintervalle gegen
unendlich, so werden Ober- und Untersumme gleich. Bestimmen Sie das Riemann-Integral von

f tiber dem Intervall [0;5]. 2 Pkt.

(c) Bestimmen Sie mittels Riemann-Summen das Riemann-Integral von f mit f(x) = x> iiber dem

Intervall [0; 4] fiir beliebige 2 € R™. 1 Pkt.

(d) Bestimmen Sie mittels Riemann-Summen das Riemann-Integral von f mit f(x) = e* tiber dem

Intervall [0; 4] fiir beliebige a € R™. 5 Pkt.
Aufgabe 4.2

a
(a) Zeigen Sie mit Hilfe von Riemannschen Summen, dass fiir alle 2 > 1 gilt: [ 1 dx = In(a).
1

Hinweis: Benutzen Sie die Zerlegungen {, := {xo, X1,..., X, } mit x; := ar und die Stiitzstellen
gk = xk,l,kzl,...,n. 4 Pkt.

(b) Esseif: [a,b] — R eine Riemann-integrierbare Funktion und es existiere ein 6 > 0 mit f(x) > ¢
fur alle x € [a,b]. Zeigen Sie, dass die Funktion % dann auch Riemann-integrierbar ist. 4 Pkt.

(c) Die Funktion f: [0,1] — R sei fiir alle x € [0, 1] definiert durch

] falls x irrational ist,
flx) = %, falls x = g mit teilerfremden p,q € IN,g > 1.
1
Zeigen Sie dass f Riemann-integrierbar ist und [ f(x)dx = 0 gilt. 5 Pkt.
0

Hinweis: Begriinden Sie, dass es fiir jedes ¢ > 0 nur endlich viele Stellen x; mit f(x;) >
gibt. Konstruieren Sie eine geeignete Treppenfunktion ¢: [0,1] — R mit ¢(x) > f(x) fiir all

1
x € [0,1Jund [ ¢(x)dx <e.
0



Aufgabe 4.3

(a) Essei f : [a,b] — R Riemann-integrierbar und {, := {xo, ..., x, } die d4quidistante Unterteilung
von [a, b] in n Teilintervalle. Die Zahl

—a [ & fxp_ X —a n_l
T(f) = <):f( )+ L ")) - <f<a>+22f<xk>+f<b>>
k=1 k=1

heif3t Trapezsumme von f zur Schrittweite b%“

(al) Skizzieren Sie die Situation und begriinden Sie den Namen Trapezsumme. 1 Pkt.
b

(a2) Zeigen Sie, dass fiir das Riemann-Integral von f gilt: [ f(x)dx = 1i_r>n Ta(f). 2 Pkt.
a n—oo

(b) Essei f: [a,b] — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Zeigen Sie, dass die Funktion

X
F:[a,b] - Rmit F(x) = [ f(t)dt auf [a, D] stetig ist. 3 Pkt.
a

Insgesamt: 30 Pkt.



