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1 Dezimalbruchentwicklung rationaler Zahlen

Definition 1 (Rationale Zahlen). Sei Q die Menge der rationalen Zahlen:

Q:{% an,beZ\{O}}.

Die rationale Zahl § wird Bruch oder Quotient der ganzen Zahlen a und b genannt,
oder auch als Bruchzahl bezeichnet.

1.1 Dezimaldarstellung ganzer Zahlen

Seia € Z\{0} und g € N\{0}. Mit Hilfe mehrfacher Division mit Rest ist a eindeutig
in der Form

l
a=+Y g9 (1)
=0

dargestellt, wobei 0 < ¢; < 9 mit j = 0,...,l und ¢ # 0 gilt. Fiir a gilt die
Dezimaldarstellung
a==xqq-1---q4q,

wobei wieder 0 < ¢; <9mit j =0,...,l und ¢ # 0 gilt.

1.2 Dezimaldarstellung rationaler Zahlen

Im Folgenden wird die Dezimaldarstellung der ganzen Zahlen auf den Bereich der
rationalen Zahlen iibertragen. Dazu sei { eine rationale Zahl mit a,b € Z, wobei
b # 0. Der Vereinfachung halber werden im Folgenden nur positive rationale Zahlen
betrachtet. In Analogie dazu, lassen sich jedoch auch negative rationale Zahlen in
Dezimalbriiche darstellen.

O.B.d.A sei b > 0. Durch die Division mit Rest fiir ganze Zahlen erhilt man

mit a,b,q € Nund 0 < r < b. Fiir ¢ ist bereits die Dezimaldarstellung aus (1)

l

0= q¢ =+ au-1.. adp
=0

bekannt.

Betrachte nun im Folgenden die rationale Zahl ;. Dazu nehme man an, dass ein
Rest r > 0 existiere und somit 0 < 7 < 1 gilt. Erweitere dazu

g-r
S (2)

SO
Q| =



und dividiere g - » durch b mit Rest:

r r_
g-r=q_1-b+r_ 1<:>gT=q—1+Tl7 (3)
mit ¢, 71 € Nund 0 <7y <b. Da 7 <1 lésst sich nun folgende Abschitzung

durchfiithren: p

,
VSaa =T <

folglich gilt
0<g.1<g—-1

Setzte nun Gleichung (3) in Gleichung (2) ein. So ergibt sich:

1 _ 1 ST
g(q1+—1)zg+—2-g L (4)

r_
b b g g b

Wenn r_; # 0 so wird erneut durch b mit Rest dividiert und man erhélt erneut
natiirliche Zahlen q_o,7_5 mit 0 < r_5 < b, sodass sich folgender Sachverhalt ergibt:

T T_
g'Tleq,Q'b—l-?",g@gb12q72+72. (5)

Mittels analogen Argumenten lisst sich 0 < g_» < g — 1 abschitzen. Erneut erhilt
man durch Einsetzen von (5) in (4)

Nach diesem Prinzip kann fortgefahren werden, so lang r_; # 0 mit j > Ound j € N
gilt. Nach k Schritten ergeben sich somit natiirliche Zahlen q_, r, mit 0 < g, <g
und 0 < r_; < b und eine zusammengefasste Darstellung fiir %:

k
Zq— A
‘= g k+1 b ’

Zusammenfassend lésst sich feststellen, dass es bei dieser Entwicklung zwei Moglich-
keiten gibt:

1. Es findet sich ein k € N, & > 0, sodass r_; = 0.

2. Fiir jedes j € N\ {0} gilt _; # 0.



2 Definition zu den Dezimaldarstellungen

Seien a,b € Z, b # 0 und g € N\{0}, so gelten fiir die rationale Zahl ¢ folgende
Definitionen unter Verwendung der in Abschnitt 1.2 eingefiihrten Bezeichnungen.

Definition 2 (Abbrechende Dezimaldarstellung). Gilt r = 0, beziehungsweise exis-
tiert ein k € N, k>0 mit r_,, = 0, so wird

+q...q0,q-1---q_k :::i:Z—.

definiert und heiffit abbrechende Dezimaldarstellung oder auch abbrechende Dezi-
malbruchentwicklung der rationalen Zahl .

Definition 3 (Nicht abbrechende Dezimaldarstellung). Gilt fir alle j € N\{0},
dass r_; # 0, so wird formal

N L
iQI---QOa(J—l"'-—iZZ p
=

gesetzt und heifst nicht abbrechende Dezimaldarstellung oder auch nicht abbrechen-
de Dezimalbruchentwicklung der rationalen Zahl .

Definition 4 (Periodische Dezimaldarstellung). Die nicht abbrechende Dezimalbru-
chentwicklung

G- q0,q-1---

wird periodisch genannt, falls natirliche Zahlen v,p € N, v > 0, p > 0, existieren,
sodass qilt:

q—(v+j) = d—(v+j+p) = d—(v+j+2p) = - - - firj=1,...,p.

Kurz:

TG0y, q-1- -GG (o11) - - - G—(vtp)-

Die Dezimalbruchentwicklung heifst reinperiodisch, wenn v = 0. Die kleinste natiir-
liche Zahl v mit eben beschriebener Figenschaft nennt sich Vorperiode, sowie sich
die kleinste natirliche Zahl p mit beschriebener Eigenschaft Periode der Dezimal-
bruchentwicklung der rationalen Zahl § nennt.

3 Satze zu den rationalen Zahlen

Im Folgenden werden zwei wichtige Sdtze zu den rationalen Zahlen gegeben und
bewiesen.



d

Satz 1 (Kriterium fiir rationale Zahlen). Seic = § eine rationale Zahl in vollstindig

gekirzter Form. Es gilt:
!
c==+ Z a;q" <= {plb :>p\g].
i=—k

Das heifst, ¢ hat eine abbrechende Dezimaldarstellung genau dann, wenn b die glei-
chen Primfaktoren wie g hat.

Beweis. Zunichst sollen die einzelnen Richtungen bewiesen werden.

=) 0.B.d.A sei ¢ > 0, dann gilt:

l
c= Z a;g'

i=—k
! a—1 a—j
=a;-g _|_..._|_a0_|___|_..._|__k
g g
I+k I—1+k k k-1
ap - a1 - ag a_q- a_
g g g g g
_ Zﬁi’é ik g
==
A
g~
: I+k i .
wobei A =) "0 a;k-g" € Z. Sei nun
A d )
—kzg <:>Ab:dg
g

Da pl|b folgt nach Regel (viii) der Teilbarkeitsregeln, dass
pI(A- ) = pl(d-g").

Es stellt sich die Frage, ob p die Zahl d oder ¢* teilt. Da d und b teilerfremd
sind, muss gelten p|g*, und folglich auch p|g, weil p eine Primzahl ist.

<) Es ldsst sich b in Primzahlen zerlegen: b = p;®' - ... - p,*. Da fiir alle p; mit
jeA{l,...,r} mit p;|b = pl|g gilt, folgt daraus, dass die gleichen Primzahlen
in mindestens einfacher Potenz in g vorliegen miissen:

g=pi-... .
Sei nun k = max{ay,...,a,} die hochste Potenz der Primzahlen von b. Dann
gilt:

gk — ploq . prar X plk—al A prk—ar . CL’k - blgk:



Betrachte nun die rationale Zahl ¢ und setze ein:

d
C= —

b
_ d_plk—oq_”._prk—ar.mk
- b.plk*al.”'.prk*ar.xk
_dp1k ai prk ar.xk
= gk
A
gk

Wie bereits bekannt ist, gilt die g-adische Darstellungen fiir rationale Zahlen:
A:=Y""q, - ¢ Deshalb gilt

I+k ; l
A Zﬁo a; - 2 : i
g 9 i=—k

]

Satz 2. Sei ¢ = § eine rationale Zahl so, dass ihre g-adische Darstellung nicht
abbrechend ist, dann hat ¢ eine periodische g-adische Darstellung.

Beweis. Die Zahl 7 besitze eine nicht abbrechende Dezimalbruchentwicklung. Be-
trachte die unendhche Menge der Reste

To i ="r,"_1,7—92,7_3,...

Diese Menge gehort der endlichen Menge {0,...,b — 1} an. Aufgrund des Schub-
fachprinzips existieren mindestens zwei r_; ,7_j, d1e identisch sind. O.B.d.A gelte
J2 > j1 > 0. Bei festem j; sei j» minimal gewidhlt, sodass r; = r;,, dann ist die
Periode p definiert durch

P = J2 — J1-

Betrachtet man nun nochmal den Algorithmus zur Gewinnung der Dezimalbruch-

entwicklung von ¢, so ergibt sich:

T—ji = T—(14p) = T=Grg2p) = = >

T_(i+1) = T—(i+14p) = T—(Gri+142p) = - >

T—(rtp=1) = T=(+2p-1) = T=(1+3p-1) = - - -

Setze v = j; > 0 und da j; minimal gewahlt wurde, gilt die Behauptung.



	Dezimalbruchentwicklung rationaler Zahlen
	Dezimaldarstellung ganzer Zahlen
	Dezimaldarstellung rationaler Zahlen

	Definition zu den Dezimaldarstellungen
	Sätze zu den rationalen Zahlen

