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Abbildung 4: Das Logo des Netzwerks — gezeichnet mit Epizykeln
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1. Warum die Erde der Mittelpunkt des Universums sein kénnte

Bereits im antiken Griechenland machten sich die Menschen Gedanken iiber den Aufbau des Universums.
Dabei schienen die Beobachtungen des Himmels nahezulegen, dass die Erde fest in dessen Mitte steht
und sich die anderen Planeten um sie herum bewegen. Ein solches Weltbild wird heute als geozentrisches
Welthild bezeichnet.

AuBlerdem ging man davon aus, dass alle Himmelskorper sich in Kreisbahnen um die Erde bewegen, denn
Kreise galten als die vollkommensten aller geometrischer Figuren. Das Problem war nur: Mit diesem Welt-
bild konnten einige Beobachtungen nicht erklért werden. So beobachtete Claudius Ptolem#us 133 n. Chr.,
dass der Mars sich nicht auf einer einfachen Kreisbahn zu bewegen schien, sondern entlang einer Schleife.

o

Abbildung 5: Die Bahn des Mars von der Erde aus gesehen

Und zeichnet man die Position des Mars im Laufe mehrerer Jahre mit der Erde als fixiertem Mittelpunkt
ein, erhélt man eine Bahn, die alles andere als kreisférmig ist:
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Geozentrisches Weltbild Heliozentrisches Weltbild
— Perspektive der Erde — Perspektive der Sonne

Abbildung 6: Vereinfachung der Planetenbahnen mit Erde (links) und Sonne (rechts) im Mittelpunkt

Diese Beobachtungen konnte Ptolem&us innerhalb des damaligen Weltbildes nur erkléren, indem er davon
ausging, das sich die Planeten in Epizykeln bewegen, d.h. auf Kreisbahnen um Mittelpunkte, die sich
ihrerseits wieder auf einer Kreisbahn bewegen. Die geometrische Theorie hinter dieser Epizykel-Hypothese
legte er in sein Hauptwerk dar, dem Almagest von 150 n. Chr.

Im Laufe der folgenden 1500 Jahre passten Astronomen diese Theorie durch die Ergénzung zusétzlicher
Epizykel immer genauer an die tatsidchlichen Beobachtungsdaten an, bis sich schliellich die heliozentri-
schen Modelle durchsetzten. Dass sich die Epizykel-Theorie so lange behaupten konnte, ist allerdings
kein Zufall. Denn wie wir im Folgenden sehen werden, lasst sich jede beliebige geschlossene Kurve mit
hinreichend vielen Epizykeln beliebig genau anndhern.
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2. Mathematische Grundlagen

Um Epizykel mathematisch exakt beschreiben zu kénnen, fithren wir zunéchst einige Begriffe ein.

2.1. Parametrisierte Kurven

Definition 1 (Parametrisierte Kurve). Es seien a,b € R. Eine stetige Funktion 7 : [a,b] — R™ nennen
wir Parametrisierung des Bildes

Im(y) = {(z1,22,...,2,) | 3t € [a,b] : y(t) = (z1,22,...,2,) }.

Das Bild nennen wir auch Kurve oder die Spur von +.

Im Folgenden betrachten wir den Fall n = 2 und nutzen Abbildungen in die komplexen Zahlen. Wir
konnen die Menge der komplexen Zahlen statt R? verwenden, indem wir sie iiber die Bijektion

b:R2 — C
(1’171'2) —> T -|—’L{E2

ineinander iiberfiihren.

Damit ist eine Kurve Im(y) = {y|3z € [a,b] : f(z) =y} C C eine Teilmenge der komplexen Zahlen. Wir
suchen zu einem solchen Bild eine moglichst dhnliche Kurve, die durch Epizykel entsteht. Dafiir werden
wir zunéchst Epizykel durch komplexe Zahlen beschreiben.

Der Einheitskreis lédsst sich wegen der trigonometrischen Beziehun- cos(t) + 4 - sin(t)

gen im rechtwinkligen Dreieck als Bild der Parametrisierung :

v :10,27] — C
t —  cos(t) + ¢sin(t)

i

beschreiben. So erhalten wir einen um den Koordinatenursrung ro-
tierenden Vektor + (t) der Liange 1. Wir halten an dieser Stelle fest,
dass Parametrisierungen zu gegebenen Kurven nicht eindeutig sein
miissen — zum Beispiel ist das Bild der Paramterisierung 4 : [0, 7]
mit 4(t) = cos(2t) + i sin(2t) ebenfalls der Einheitskreis.

Abbildung 7: Einheitskreis

Mochten wir um ~;(¢) nun einen weiteren Vektor rotieren lassen, beispielsweise mit halbem Betrag,
aber doppelter Freqenz, addieren wir zu ~;(t) einfach einen Vektor ~s(t), der zur Parametrisierung
Y2 (t) : [0,27] — C mit

1 1
Yo(t) = 3 cos(2t) + 15 sin(2t)
gehort.
Auf diese Weise erhalten wir insgesamt die Parametrisierung

~v:10,27r] — C, 7 7
t —  cos(t) +isin(t) + i3 cos(2t) + +5isin(2t),

deren Bild eine sogenannte Kardioide ist.
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Abbildung 8: Kardioide als Spezialfall einer Epizykel-Kurve

Da die Parametrisierungen bei steigender Anzahl von Epizykeln zunehmend uniibersichtlich werden
konnen, mochten wir die Terme vereinfachen.

2.2. Die komplexe Exponentialfunktionen

Definition 2 (Die komplexe Exponentialfunktion). Wir definieren die komplere Ezponentialfunktion
exp : C — C durch die Potenzreihe

2 3

OOZ z z
k=0

und schreiben auch e* := exp(z).

Diese Potenzreihe ist auf ganz C absolut konvergent, wie leicht mit dem Quotientenkriterium zu zeigen ist.
Damit erhalten wir also die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C als Fortsetzung der bekannten
reellen Exponentialfunktion. Nebenbei erhalten wir hierbei, dass die komplexe Exponentialfunktion die
Differentialgleichung ¢y’ = y mit der Anfangsbedingung y(0) = 1 16st.

Satz 1 (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion). Die komplexe Exponentialfunktion erfillt fir alle
z,w € C die Funktionalgleichung

exp(z) - exp(w) = exp(z + w).

Beweis: Wir bilden das Cauchy-Produkt der beiden Reihen exp(z) und exp(w). Dazu gruppieren wir
diejenigen Summanden, bei denen die Summe der Exponenten von z und w gleich ist:

1 22 28 1 w  w? Wl
exp(2) -exp(w) = |+ gy +§+§+ Aottt

_ 1 z w 22 zw  w? 2 22w zw? 28
= O'+< +1')+ 2'—’_?—‘[—? + 3'+72' +72' +§ =+ ...
1 z4w 2242w+ w? 23 4322w+ 3zw? + 28
= ot 2! + 3!

1 (z+w)t (z4+w)?  (z+w)?

0! T A TR
= exp(z +w).
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Satz 2 (Die Euler-Formel). Fir alle t € R gilt die Identitdt

exp(it) = cos(t) + isin(t).

Beweis: Fiir den Beweis definieren wir uns eine Hilfsfunktion f: R — C durch

f(t) = exp(—it)(cos(t) + isin(t)).

Wir leiten beide Seiten nach ¢ ab. Dabei leiten wir Real- und Imaginérteil getrennt nach ¢ ab und nutzen
aus, dass die komplexe Exponentialfunktion ihre eigene Ableitung ist.
f'(t) = —iexp(—it)(cos(t) +isin(t)) + exp(—it)( — sin(t) + i cos(t))
= —iexp(—it)(cos(t) + isin(t)) + i exp(—iz)(isin(x) + cos(z))
=0
Damit ist f konstant und f(0) = 1. Wir erhalten also

1 = exp(—it)(cos(t) + isin(t)).

Wir multiplizieren auf beiden Seiten mit exp(it) und erhalten die Behauptung

exp(it) = exp(—it + it) ( cos(t) + isin(t))
1+ (cos(t) + isin(t)).

O

Die Kurve v : R — C mit v(t) = exp(it) ist damit eine parametrisierte Kurve, die den Einheitskreis mit
der Winkelgeschwindigkeit 1 durchlauft.

2.3. Die Parametrisierung beliebiger Epizykel-Kurven

Mit den gewonnenen Informationen kénnen wir nun eine beliebige durch Epizykel zu erzeugende Kurve
parametrisieren. Die Bewegung auf dem erstem Kreis mit dem Radius R;, der Winkelgeschwindigkeit w,
und dem Startwinkel ¢ ldsst sich durch

t Rlei(w1t+901)

darstellen, wobei t € [0, 2] der Laufparameter ist. Durch Addition weiterer Epizykel ergibt sich fiir den
N-ten rotierenden Vektor die Darstellung

t Rlei(w1t+gal) + R26i(w2t+ap2) .o+ R ez (wnt+en) ZR 61 (wrt+pr) _ ZC ezwr

mit R,.e*" =: ¢, € C. Damit ist also 7 : [0, 27] — C mit

N
— § crezwyt
r=1

und 7(0) = v(27) eine Parametrisierung einer durch N Epizykel erzeugten Kurve.
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3. Nachzeichnen gegebener Kurven mit Epizykeln

Im Folgenden mochten wir nun umgekehrt fiir eine gegebene geschlossene Kurve eine Parametrisierung
7 :0,27] — C mit

N
OED
r=1

finden, deren Bild diese Kurve moglichst gut approximiert. Dazu definieren wir sogenannte Stitzstellen
auf der gegebenen Kurve, die auch im Bild unserer Parametrisierung liegen sollen. Die Approximation
kann dann verbessert werden, indem die Anzahl der Stiitzstellen erhoht wird.

Jku

o)
° ]

Tl .JW”
)

© (<]
HAE ) ®
15 Z[g) (7]

Dabei legen wir fest, dass die Stiitzpunkte von unserer Paramterisierung « in gleichméfigen Abstéinden
durchlaufen werden sollen. Dafiir unterteilen wir den Parameterbereich [0,27] in N gleich groBe Teilin-

tervalle der Lénge %’T, um die Zeitpunkte tg, ..., ty_1 der Stiitzstellen zu ermitteln:
to t1 to oot e tn
0 2z 22r k32T 27

Fiir die Stiitzstellen soll nun gelten

x[O] ; V(tO) = Z Creiwrto = Z CreinOa

reN reN
! . .
ry = ) = E cretr = E cre™r N
reN reN
i _ Wyt _ iwrk%
T o= () = cre = cre™ N,
reN reN

Y(n-1) = Zcrei‘”tk = Zcrein(N—l)'%'.

reN reN

ITIN-1]

Es gilt also, die entsprechenden Koeffizienten ¢, € C und die Frequenzen w, € R fiir » € N Summanden
zu ermitteln.
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3.1. Welche Frequenzen benétigen wir?

Wegen der Periodizitit der gesuchten Parametrisierung und der gleichméfliigen Absténde der Stiitzstellen

setzen wir (x4 n) = z[) fiir alle k =0,..., N — 1. Dann muss aber auch
ok o 2m(kN)
> epern = > e TN
reN reN
— Z Creiu.w% . eiwr27r
reN

gelten. Das ist fiir
Wl =1 — w,.eZ

erfiillt. Es geniigen also ganzzahlige Frequenzen. Das ldsst sich auch anschaulich motivieren: Damit alle
rotierenden Vektoren fiir ¢ = 27 jeweils wieder in ihre Ausgangsposition (¢ = 0) zuriickkehren, miissen
ihre Frequenzen ganzzahlige Vielfache der langsamsten (echten) Frequenz 1 sein.

Dadurch kénnen wir unsere gesuchte Parametrisierung vereinfachen. Statt tiber r € N summieren wir
iiber r € Z und setzen einfach w, = r fiir alle r € Z. Wir suchen also nur noch die Koeflizienten ¢, € C
mit
927k _j2rk 27k i 27k i 27k
T =...+coge 2R e 167N 4 gl 8N eV 4. = E ce" N,
rEZ

fir alle k=0,...,N — 1.

3.2. Wie viele Summanden bendétigen wir?

Es gilt
e(r+N)7, N o— TN .ENZ N o— TN '627”k — "N ,
=1
d. h. beim Summieren erhalten wir
2wk ; 2mk
ot €N 4 ey e TR
ok ok

ot €N 4 e ne™TN + L
vt (er FerpnN)eE™TN L

Genanuer gilt sogar e~ = ¢l tIN)%* fiir k€ {0,...,N — 1} und I € Z und damit

crem 2 +Cr+l»N6(T+l N)isgr (Cr+cr+l-N)6m o

Es liegt hier also (wie erwartet) eine N-Periodizitit der Parametrisierung vor, was die Geschlossenheit
der zu approximierenden Kurve widerspiegelt. Wir miissen also aus jeder Restklasse von r mod N nur
einen Reprisentanten wihlen. Mehr als einen Représentanten zu wéhlen, erhoht die Genauigkeit der
Approximation nicht. Insofern hangt diese Genauigkeit ausschliefllich von der Anzahl der Stiitzstellen ab.

Im Folgenden rechnen wir mit den N Frequenzen » = 0,..., N — 1 weiter. Damit vereinfacht sich unser
Problem weiter: Es gilt, die ¢, € C mit

N—-1
ir2zk
Tk = E cre’ N
r=0

fir alle K =0,..., N — 1 zu bestimmen.
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4. Die diskrete Fourier-Transformation

Bei Betrachtung der Summe

c 2k c 2k 2k

_o;2nk _j2rk ;2nk
st e 0e PN o107V N Fepel + et N e TN 4L

fallt auf, dass coe® = cg der einzige nicht rotierende Vektor unter den Summanden ist. Das motiviert uns

zu der Vermutung, dass es sich dabei um den Schwerpunkt der Stiitzstellen handelt, also gilt:

1 N-1
Co = N Z l‘[k]
k=0

Wir versuchen, die Summe auf der rechten Seite der Vermutung zu 16sen. Dazu formen wir zun#chst um:

1 N-1
¥ =
k=0

i
=

o
3
(9]
S
3
1M
3
£

=
Il
o
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Il
=)

i
=
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Il
<
=~
Il
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Il
2= 2= =2~
=
I
=
| )
—_ =
D
3
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Il
o
o
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=~
Il
=)
[qo

Die innere Summe kénnen wir bestimmen. Dazu zeigen wir das folgende Lemma:

Lemma 1. Mit den obigen Bezeichnungen gilt

= w2z _ )0, 7#0 mod N,
|N, N

Beweis: Falls N | r gilt, ist

N-1 N—1 N—1

s 21k N2k

E e N = E 0N = E 1=N.
k=0 k=0 k=0

Sei nun 7 # 0 mod N. Dann gilt

N—-1 N-1
eir%’ . Z eir% — eiriﬁ(]’ffrl)
k=0 k=0

I
X
M=
i
m&
.
b
4

N-1

_ eir2]’{]k _’_eirz’J'VN
k=1
N-1

— Z eir% _’_eirz’]'v‘o
k=1
N-1

_ e
k=0

2n

Die Multiplikation mit e!” ¥ entspricht einer Rotation um QW” Dadurch wird die Menge der Stiitzstellen

auf sich selbst abgebildet, ihre Summe verindert sich also nicht. Da fiir 7 mit r | N der Term e ¥ # 1
ist, muss wie behauptet gelten:



Mithilfe dieses Lemmas kénnen wir nun nachrechnen, dass tatséchlich

1 Nl ;| N-1 N-d
— Tipl = — Cr e’ =—|co- N+ cr 0] =
VLR g R oy e -

gilt.

Auf diese Weise konnen wir ¢y bei gegebenen Stiitzstellen berechnen. Um nun im Allgemeinen de}zﬂn m-ten
. . R T . . j 27 .
Koeflizienten ¢, (m =0, ..., N — 1) zu bestimmen, multiplizieren wir unsere Summe mit e~ | damit

wegen

2wk - 2mk
mi mi 0
e - e N =e€

der Koeffizient ¢, statt ¢y zum einzigen nicht rotierenden Vektor wird:

e~mi%R (co e+ .. +om R +CN—1'€(N_1)1.%>

— m —1—m)i2zk
= CO’@ mi + +Cm€+ +CN1 e(Nlm)lN.

Wir beginnen also mit der bekannten Forderung, dass unsere Parametrisierung fiir ¢ = % die k-te
Stiitzstelle treffen soll und formen entsprechend um:

N-1
j 2k 27k
x[k] _ cp - el N ’ e~ MR
r=0
N-1 1 N-1
27k 21rk
r=0 k=0
1 N-1 1 N—-1 N-1
27k 2nk
- o e~ MR — - ( c - (r m)i 5E )
N N
k=0 k=0 r:O
1 N-1
_ L ( (T‘ m),LQﬂ'k)
- o3
N r=0 k=0
N—
Lemma 1 1
=yl N+ Z

=0
r#m
= Cm-
Auf diese Weise kénnen wir nun jeden Koeffizienten aus unserer Summe rotierender Vektoren aus den

Stiitzstellen ermitteln. Umgekehrt kénnen wir nun auch nachweisen, dass alle Stiitzstellen auf der Kurve
v :10,27] — C mit

N-1 N—
;27 27k
_ § : irsst E —mz
- Cr€ N ) Cr N N
r=0

liegen. Dazu sei l € {0,1,..., N — 1} beliebig gewiihlt. Dann gilt

N—-1

2w i F] 27 1 c g 2T
1 (1) = X2 e (5 X e )

r=0 k=0
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Wir wissen schon, dass

N-1
Z G-k % _ 0, I—k#0 (modN)
r=0 N7 N I l — ]{/’

gilt. Die Bedingung N |l — k ist fir k € {0,1,...,N — 1} bei k = erfiillt, so dass tatsichlich

o 1 N-1 N-1
() EE

k=0 r=0
1 N—-1
= N(N-xm +0- Z x[k.]>
k];ol

=
gilt.
Die Abbildung, die den N Stiitzstellen (g, ..., z|y_1) die Fourier-Koeffizienten

1 Nl
—mi2nk
em =D v e "R
k=0
zuordnet, heifit Diskrete Fourier- Transformation (DFT).

Die Inverse Diskrete Fourier- Transformation (IDFT) rekonstruiert daraus wiederum die Darstellung

N—1
Ty = E cr-eVN
k=0

5. Umsetzung mit JavaScript

Nachdem wir uns den mathematischen Hintergrund erarbeitet haben, kénnen wir das Verfahren (zum
Beispiel) in JavaScript implemntieren, um Zeichnungen wie die folgenden zu erhalten:

Abbildung 9: Der Umriss eines Kéingurus mit 10 (links), 20 (mittig) und 60 (rechts) Epizykeln gezeichnet
Die wesentlichen Bausteine des dafiir genutzten Codes sind nachfolgend dargestellt.
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let t = 0; /
let epicycle
let curve =

/** Parametr
function get

/ Zeit t aus [0, 2pi)

s = [1; // Liste der Epizykel-Funktionen f _m(t) = c_m * e~ (imt)

[1; // Liste aller gezeichneten Punkte

isierungen der Epizykel berechnen */
Epicycles () {

const circles = [];
const N = numOfEpicycles;
for (let m = Math.floor(-N/2); m < Math.floor(N/2); m++) {
// Fourier-Koeffizienten berechnen
let sum = new Complex (0, 0);
for (let k = 0; k < N; k++) {
const s_p = usedDataPoints[k];
const exponentialTerm = new Complex(Math.cos(-m*2*Math.PI*k/N), Math.sin(-m
*2xMath.PI*k/N));
sum.add (s_p.multiply (exponentialTerm)) ;
}
const c_m = sum.multiply(new Complex(1/N, 0)); // Fourier-Koeffizient
const newCircle = function(time) { // Parametrisierung des Epizykels
return c_m.multiply(new Complex(Math.cos(m*time), Math.sin(m*time))) ;
1
if (m == 0) { // Hinzufiigen zum Anfang der Liste

circles.unshift (newCircle);

} else { // Hinzufiigen zur Liste entsprechend dem Radius

}
}

return c

}

/** Wird bei
* Qparam se

* *x/

let inserted = false;

let i = 0;

if (m > 0) i = 1;

for (; i < circles.length; i++) {

if (circles[i](0).abs() <= c_m.abs()) {

circles.splice(i, 0, newCircle);
inserted = true;
break;
}
}

if (!inserted) circles.push(newCircle);

ircles;

jedem Frame ausgefiihrt
condsPassed Zeit in s seit letztem Aufruf

function update(secondsPassed) {
t += secondsPassed * 2 * Math.PI / animationDuration;
2*Math.PI) { // Nach einer Periode erneut zeichnen

if (t >=
num0

updateUsedDataPoints () ;

epic
t =
curv
}
}
/** Wird bei
function dra
// Canva
drawing.
drawing.
drawing.
drawing.
drawing.

fEpicycles += epicyclesIncrement;

// Auswahl der Stiitzpunkte

ycles = getEpicycles(); // Berechnen der Epizykel-Funktionen

0;
e = [1;

jedem Frame nach Update ausgefiihrtx*/
w( {

s vorbereiten

clearRect (0, 0, width, height);
£illStyle = "#000000";
strokeStyle = "#FFFFFF";

lineWidth = 1;
fillRect (0, O, width, height);

// Vektoren und deren Kreise zeichnen (erster und letzter ohne Kreis)

drawing.
let poin

beginPath () ;

t = addVectors(center, epicycles[0](t).toPoint());

drawArrow (drawing , center [0], center[1], point[O0],

for (let
cons

i = 1; i < epicycles.length-1; i++) {
t r = epicycles[i](0).abs();
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const nextPoint = addVectors(point, epicycles[i](t).toPoint ());
drawArrow (drawing, point[0], point[1], nextPoint [0], nextPoint[1]);
drawing.moveTo (point [0]J+r, point[1]);
drawing.arc(point [0], point[1], r, O, 2 * Math.PI);
point = nextPoint;
}
const lastPoint = addVectors(point, epicyclesl[epicycles.length-1]1(t).toPoint());
drawArrow (drawing, point[0], point[1], lastPoint[0], lastPoint [1]);
drawing.stroke () ;
curve.push(lastPoint) ;

// Gelbe Kurve zeichnen

drawing.lineWidth = 3;

drawing.strokeStyle = "#FFFO17";

drawing.beginPath () ;

drawing.moveTo (curve [0] [0], curve[0][1]);

for (let i = 1; i < curve.length; i++) {
const nextPoint = curvel[il;
drawing.lineTo(nextPoint [0], nextPoint [1]);

}

drawing.stroke () ;

drawing.closePath () ;

// Anzahl der Epizykel anzeigen
drawing.font = "50px Arial";

drawing.fillStyle = "#FFF017";
drawing.fillText (getNumOfEpicyclesText (), 20, 50);

Code Listing 1: Ausschnitte aus animation.js
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