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1. Die Koch-Kurve

Die Koch-Kurve ist ein typisches Beispiel fiir ein selbstéhnliches Fraktal. Sie stellt eine nirgendwo diffe-
renzierbare, jedoch iiberall stetige Kurve dar. Im Folgenden wurde immer die Koch-Kurve, die mit einer
Einheitsstrecke (I = 1) startete, betrachtet.

1.1. Generieren der Koch-Kurve

1. Die Einheitsstrecke wird in drei gleich grofle Teile geteilt.

2. Die mittlere Drittelstrecke wird entfernt und durch zwei Drittelstrecken ersetzt, sodass ein gleich-
seitiges Dreieck entsteht.

3. Schritt 1 und 2 werden unendlich oft mit den Drittelstrecken wiederholt.

0. Iteration 1. Iteration 2. Iteration

3. Iteration 4. Iteration 7. Iteration

1.2. Die Linge der Koch-Kurve

Die Linge der Koch-Kurve nach n Interationsschritten kann mit der folgenden Vorschrift berechnet

werden: n
4

Mit jedem Iterationsschritt wird die Koch-Kurve ldnger, sodass sie unendlich lang wird:
lim I, = lim (> = 00.
n— o0 n—oo \ 3

1.3. Der Flicheninhalt unter der Koch-Kurve

Der Flédcheninhalt unter der Koch-Kurve nach n Iterationsschritten kann mit der folgenden Vorschrift

berechnet werden: ‘
VB (4
4 9) "

i=0
Im Gegensatz zur Lange der Koch-Kurve ist der Flidcheninhalt unter der Kurve endlich. Um das Summen-
n—1
1 _ n
zeichen aufzulsen, kann die Eigenschaft einer geometrischen Reihe benutzt werden, also Z =73 ¢
: —4q
=0
n—1 % 4 4
3 4 1—-(3 1—(3 3 1-0 9-v3
iz = \f (94)’ hm£ (94) _i. 4:7\[N07g

i=0
Der Flacheninhalt unter der Koch-Kurve mit der Ausgangsstrecke der Lange [ = 1 betrigt etwa 0, 78.
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1.4. Die Kochsche Schneeflocke

Wenn die Iteration nicht mit der Einheitsstrecke, sondern mit einem gleichseitigen Dreieck beginnt, bildet
sich die Kochsche Schneeflocke, die auf der ersten Seite dieses Berichts zu sehen ist. Diese besteht aus drei
Koch-Kurven. Demnach hat die einen endlichen Flidcheninhalt, jedoch eine unendliche Léinge. Allerdings
ist die Selbstidhnlichkeit nicht mehr gegeben.

2. Die Cesaro-Kurve

Bei dem Fraktal mit dem Namen ,,Cesaro-Kurve* handelt es sich um eine verallgemeinerte Form der
Koch-Kurve Im Umkehrschluss ist die Koch-Kurve ein Spezialfall der Cesaro-Kurve. Die Cesaro-Kurve
ist durch den Winkel o und die Lénge der Grundstrecke [ definiert. (Fiir die Koch-Kurve gilt o = 60°.)

Fiir die nebenstehende Grafik sind folgende Ausdriicke von Bedeutung:
o a: Winkel
e r: Lénge einer Teilstrecke
e h: Hohe des gleichschenkligen Dreiecks
e 2. s: Basis des gleichschenkligen Dreiecks
e s, h: Katheten der rechtwinkligen Dreiecke
e [: Lange der Grundstrecke (hier [ = 1)

2.1. Bestimmung von h, s und r

Die Langen der Strecken r, s und h hdngen nur vom Winkel a ab. Da das Dreieck ein gleichschenkeliges
Dreieck ist, welches aus zwei rechtwinkligen Dreiecken besteht, konnen h und s mithilfe des Kosinus und
Sinus ausgerechnet werden. Man erhalt fiir s:

S
cosqu=—-<&s=cosa-r
r
Die Lénge der Strecke h kann gleichermaflen errechnet werden:
. h .
sina=— < h=sina-r
r

Des Weiteren wissen wir, dass 1 = 2s + 2r gelten muss, da die Cesaro-Kurve aus einer Einheitsstrecke
mit der Lange 1 gebildet wurde. Wenn man nun s = cos « - r einsetzt und nach r umstellt, kommt man
auf die folgende Formel fiir  in Abhéngigkeit von «:

1

1=2r+2r- Sr=
r+2r-cos« T 2 (1+cosa)

2.2. Anschauliche Bildungsvorschrift

Mit dem folgenden Algorithmus l&sst sich eine Cesaro-Kurve mithilfe eines Computers angenéhert zeich-
nen.
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Startpunkt wahlen
r-Schritte vorwérts gehen (Abkiirzung: F)
Um « nach links drehen (Abkiirzung: L)

r-Schritte vorwérts gehen (Abkiirzung: F')

r-Schritte vorwirts gehen (Abkiirzung: F)
Um « nach links drehen (Abkiirzung: L)

r-Schritte vorwérts gehen (Abkiirzung: F')

© 0N oWy

Endpunkt erreicht

Cesaro-Kurve mit 0° < a < 90° nach der 1. Iteration

a=10 a =45
a=289
Cesaro-Kurve mit a = 80° iiber die Iterationen
Tteration 1 Iteration 2 Iteration 4

2.3. Herleitung der Streckenlinge

Mit jedem Iterationsschritt wird die Lange von r verkleinert, jedoch erhoht sich gleichzeitig die Anzahl
der Strecken. Nach unendlich vielen Iterationsschritten das Fraktal ebenfalls unendlich lang.

i Anzahl der Teilstrecken Linge der Teilstrecken Gesamtlinge
1 1 r(i, a) 1.7
1 4 r(i, o) 4.-r
3 16 r(i, @) 16 - r
n 4 r(n, a) 4. r

2.4. Berechnen des Flicheninhalts

Ausgehend von der ersten Iteration kann man den Flicheninhalt unter der Kurve mit s - h berechnen, da
die neuen Dreiecke immer gleichschenklig sind. Demnach betriagt der Flicheninhalt fiir ein Dreieck:

_ cos (v - Sin «
2. (1+cosa)?

In jedem Iterationsschritt kommen 4"~! neue Dreiecke dazu, welche jeweils um den Faktor 2(1 + cos «)
verkleinert werden. Diese Flichen werden nun addiert.

i Anzahl neuer Dreiecke Flicheninhalt neuer Dreiecke  Flichenzuwachs

0 0 0 0

1 1 cos(a)-sin(a) 1. cos(a)-sin(a)
Lo LEsey

2 4 16-(14+cos(a))? 4- 16-(14cos(a))?*

n gn—1 cos(a)-sin(a) gn—1 cos(a)-sin(«)
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Somit kann die Gesamtflache fiir die Cesaro-Kurve, abhéngig von «, folgerndermaflen beschrieben werden.

cos(a sm(a)
Z ((1 + cos(a))?)itt

Mithilfe der geometrischen Reihe kann nun der Grenzwert ausgerechnet werden.

cos(a) - sin(a) cosa-sina 1 — ((1+cols )"
((1 4 cos(a))?)i+1 N 4(1 +cosa)?  1-— m
cosa - sin o 1 sin a

n—oo  4(1+cosa)? 1— -

M

7(1+Cés E 4 (cosa)?

3. Das Sierpinski-Dreieck

Das Sierpiski-Dreieck, welches auf der ersten Seite die-
ses Berichts (oben rechts) abgebildet ist, ist eines der
berithmtesten Fraktale und weist Selbstdhnlichkeit auf.
3.1. Konstruktion

Bei der Konstruktion dient meist ein gleichseitiges Drei-
eck als Initiator, also als Ausgangsdreieck. Aus diesem wird
das Seitenmittendreieck ausgeschnitten. Dieser Schritt wird
mit allen entstandenen Teildreiecken wiederholt. 3.2. Sei-

tenlingen und Flicheninhalt

Das Ausgangsdreieck hat eine Gesamtseitenlédnge lop = 3 - a

und einen Flicheninhalt Ay = ? -a®. Gehen wir davon aus,

dass a = 1 ist, dann gilt fiir Iteration 0, dass die Gesamtsei- Konstruktionsanfang des
tenldnge lg = 3 und der Flicheninhalt Ay = % ist. Sierpinski-Dreiecks

Bei der 1. Iteration wird zur Gesamtseitenléinge 3- % addiert. Die neue Gesamtseitenléinge betragt 3- % +3.
Von der Ausgangsfliche wird ein Dreieck mit % der Ausgangsflache abgezogen, also gilt A; = Ag — % - Ap.

Bei der zweiten Iteration werden drei weitere Dreiecke mit jeweils einer Gesamtseitenldnge von 3& addiert,
sodass die neue Gesamtseitenléinge auf 3- % +3- % + 3 steigt. Die Flacheninhalte dieser Dreiecke sind jeweils
um den den Faktor 4 kleiner als die der vorherigen Dreiecke. Somit betridgt der neue Gesamtflicheninhalt
Ay = A — % -Ag = Ao (1 — i — %) Fiir die Gesamtseitenléinge gilt, dass immer g—: hinzuaddiert wird.
Allgemein gilt demnach

n 3n+1

—3+Z

Vom Flicheninhalt wird mit jedem Iterationsschritt eine Fliche von 3"~ !. L. subtrahiert. Somit entsteht

insgesamt ein Fldcheninhalt von

o ()
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Iteration | Langenzuwachs | Lénge Fléichensubtraktion‘ Fliche

0 - 3 - Ao
1 : : - Lo
9 27 3 9
2 1 T 16 * Ao 16 * Ao
n n+1 n—1
n 37 32n 34n - Ao (%)n'AO
Somit gilt fiir die Gesamtseitenldnge lim,, oo 3;% = oo und fiir den Flécheninhalt lim,, . (%)n -Ag = 0.

4. Der Menger-Schwamm

Im Folgenden betrachten wir ein Fraktal im dreidimensionalen Raum, némlich den bereits auf der ersten
Seite dieses Berichts (unten links) nach der 3. Iteration abgebildeten Menger-Schwamm.

4.1. Konstruktion

Wir betrachten einen Einheitswiirfel. Diesen teilen wir in 3% = 27 kongruente Teilwiirfel und entfernen
die Teilwiirfel, welche nicht an einer Kante des urspriinglichen Einheitswiirfels anliegen. So entfernen
wir insgesamt 7 der 27 Wiirfel. Dies kénnen wir dann mit den anderen 20 in der néchsten Iteration
wiederholen und machen dies theoretisch unendlich oft um unser Fraktal zu erzeugen.

4.2. Volumen

Um das Volumen zu ermitteln, addieren wir die Volumina aller kleinsten Wiirfel und erhalten so unser
Gesamtvolumen. Hierzu brauchen wir nur das Volumen eines der kleinsten Wiirfel und die Anzahl all
dieser. Wir betrachten zunéchst kleine n (n ist die Anzahl an Iterationen), um eine Formel herzuleiten.

Wir haben fiir n = 1 insgesamt 27 Wiirfel. Davon entfernen wir aber sieben wieder. Somit betrachten
wir 20 kleine Wiirfel. Das Volumen eines jeden dieser kleinen Wiirfel betrigt 2—17 Somit erhalten wir ein
Gesamtvolumen von 20 - %

Nun betrachten wir dies fiir n = 2. Hier sehen wir, dass die Anzahl der kleinsten Wiirfel in den Subwiirfeln
immer 20 entspricht. Um nun die Gesamtanzahl der kleinsten Wiirfel zu erhalten, multiplizieren wir,
analog zu der Argumentation von oben, mit 20 (Anzahl der Subwiirfel). Fiir n = 2 haben wir demnach
20? Kkleinste Wiirfel.

Allgemein betrigt die Anzahl der kleinsten Wiirfel in der n-ten Iteration 20™ und ihr Volumen jeweils

#. So ergibt sich fiir das Gesamtvolumen V(n) = (%)n Wenn wir den Grenzwert gegen Unendlich

bilden, sehen wir, dass dieser Ausdruck gegen 0 geht, das heifit, das Volumen ist im Grenzwert 0.

1. Iteration 2. Iteration 3. Iteration
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4.3. Oberflicheninhalt

Der Oberflacheninhalt eines Einheitswiirfels betrdgt 6 Fliacheneinheiten. Nun schauen wir uns die ers-
te Iteration an und ermitteln den Oberflicheninhalt. Dafiir betrachten wir die Oberflicheninhalte der
kleinsten Wiirfel. Diese betragen 6 - % Natiirlich miissen wir davon die sich iiberlappenden Flachen sub-
trahieren. Dabei gibt es zwei unterschiedliche Wiirfel: erstens sind das die Kantenwiirfel, von denen gibt
es zwolf, und zweitens die Eckwiirfel, von welchen es acht gibt.

Bei den Kantenwiirfeln sind zwei Fliachen iiberlappt, daher sind 12 - 2 Flichen zu subtrahieren. Bei den
Eckwiirfeln iiberlappen sich mit den benachbarten Wiirfeln jeweils drei Flichen. Es miissen also weitere
8 - 3 Fldchen subtrahiert werden. Somit ergibt sich folgende Formel fiir den Oberflicheninhalt fiir n = 1:

A1)==-(20-6—-12-2—8-3).

Nl

Fiir n = 2 erfolgt die Argumentation analog, allerdings mit dem Unterschied, dass weitere Flachen der
anderen Wiirfel bedeckt werden. Wir erhalten 9% (2026 —20-12-2—20-8-3). Hiervon miissen allerdings
noch Uberlappungsflichen subtrahiert werden, die in der zweiten Iteration dazugekommen sind. Hierzu
betracheten wir wieder die grofleren Eck- und Kantenwiirfel. Es gibt zwolf Kantenwiirfel. Von denen
werden zwei Fliachen entfernt und bei den Eckwiirfeln werden drei Flidchen entfernt. Beides muss noch
mit 8 multipliziert werden, da die Wiirfel auf jeder Seite acht kleinere Flichen haben. So ergibt sich fiir
n = 2 die vollstéindige Formel fiir den Oberflicheninhalt als:

1 6
A(Z):?o(202~6720~12'2720'&3712~2~878~3.8):@~(202720«8782).

Nun kénnen wir die Formel verallgemeinern, da der Vorgang in den néchsten Schritten wiederholt wird,
nur mit mehr und kleineren Flédchen. Somit erhalten wir die folgende Formel fiir den Oberflicheninhalt:

6 6 L , 6 - 20" " /2!
Aln) = — (20" —8.20" "1 —82.90" "2 _g") = —.[ 20" — igon—i | = 1= =
(n) 9n(o 8-20 82.20 8") o <0 ?:18 0 ) o ( > <5)>

i=1

Indem wir unendlich viele Iterationen durchfiihren, betrachten wir den Grenzwert. Aufgrund der Summen-

formel der geometrischen Reihe konvergiert >, (%)Z Der Ausdruck G'QQSH divergiert gegen Unendlich.

Deshalb ist es nicht von Bedeutung, wogegen die Summe konvergiert. Dies éndert nichts an der Divergenz.

Der Menger-Schwamm besitzt also die faszinierende Eigenschaft, dass das Volumen mit jeder Iteration
kleiner und der Oberflicheninhalt grofier wird. Fiir immer grofler werdende n konvergiert das Volumen
sogar gegen 0 und der Oberflicheninhalt wird unendlich gro8.

5. Fraktale Dimensionen

5.1. Ublicher Dimensionsbegriff

Héufig wird beim Begriff der Dimensionen in der Mathematik iiber die Anzahl der Koordinatenachsen
gesprochen. Eine solche Auslegung ist allerdings nicht dazu geeignet, Fraktalen sinnwvolle Dimensionen
zuzuordnen. Stattdessen ist das Ziel, einen alternativen Begriff zu entwickeln, welcher nicht nur eine
sinnvolle Beschreibung von Fraktalen in Bezug auf ihre Dimensionen erméglicht, sondern sich gleichzeitig
auch auf die bekannten ein-, zwei- und dreidimensionalen Kérper widerspruchslos anwenden lésst.

Da das Fraktal Koch-Kurve lediglich aus einer Reihe verschiedener Teilstrecken besteht, ist es anfangs
naheliegend, ihm die Dimension 1 zuzuordnen.
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Sobald man allerdings anfiangt, die Korper gleichermafien in Bezug auf ihre Seitenldngen zu skalieren
und sie anschliefend ins Verhéltnis mit ihrer urspriinglichen Grofle setzt, tritt schnell ein abweichendes
Verhalten im Vergleich zu den folgenden bekannten Korpern aus dem zwei- und dreidimensionalen Raum
auf.

D:p=2 N=22=4 3D:p=2 N=23=38

2D:p=3, N=32=9 3D:p=3, N=33=27

5.2. Selbstihnlichkeit

Eine kompakte (abgeschlossene und beschriankte) Punktmenge G ist selbstihnlich, wenn sie in paarweise
disjunkte, zueinander kongruente Teilmengen G; zerlegt werden kann, sodass die G; zu G dhnlich sind.

Bemerkung: Dann existiert ein Ahnlichkeitsfaktor p zwischen G; und G mit p > 1, also dem Ahnlich-
keitsfaktor mit dem G; auf G abgebildet werden.

Die kleinen orangenen Punkte symboli-
sieren die Punktmenge G;. Die groflen
orangenen Punkte symbolisieren eine der
paarweise disjunkten, zueinander kon-
gruenten Teilmengen G;.

5.3. Selbstidhnlichkeitsdimension

Es sei G eine selbstédhnliche Punktmenge mit N kongruenten Zerlegungsmengengen G; und dem Streck-
faktor p, also dem Ahnlichkeitsfaktor mit dem die Zerlegungsmengen G; auf G abgebildet werden.

_log N
~ logp

Als Selbstéhnlichkeitsdimension bezeichnet man den Quotienten d(G)
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Beispiel 1. Mithilfe der Selbstdhnlichkeitsdimension lassen sich nun Dimensionen fiir Fraktale anndhern.

Anschaulich betrachten wir dafiir die Anzahl N der neu entstandenen Teilobjekte (aus der néchsten
Iteration ¢ + 1) und das Verhéltnis p der Groflen. p > 1 (wie oben definiert) bedeutet, dass wir das
Verhéltnis zwischen der ,groferen® Version des Objekts zur ,kleineren“ betrachten: Konkret wird das
GroBlenverhéltnis angegeben durch die Grofie des Objekts der i-ten Iteration zur Grofle des Objekts der
Iteration ¢ + 1.

Anhand der folgenden Abbildung wird fiir das Sierpinski-Dreieck deutlich, dass die Dreiecke in der Itera-
tion ¢ + 1 um die Hiilfte kleiner werden (p = 2), allerdings drei neue Dreiecke zu zihlen (Anzahl N = 3)
sind.

Fraktal a N P d
Sierpinski-Dreieck 3 2 ~ 1.58
Menger-Schwamm 20 3 ~ 2.73

Koch-Kurve 4 3 ~ 1.26
Cesaro-Kurve 60° 4 3 ~ 1.26
Cesaro-Kurve 10° 4 =397 =~1.01
Cesaro-Kurve 30° 4 =373 =~1.05
Cesaro-Kurve 75° 4 =~252 =~1.50
Cesaro-Kurve 85° 4 =217 ~1.78
Cesaro-Kurve 89° 4 =~203 ~1.95
Cesaro-Kurve 90° 4 2 2

5.4. Yardstick-Dimension

Um die Lange eines Fraktales anndhernd zu bestimmen, wird die Yardstick-Methode angewendet. Hierbei
setzt man immer kleiner werdende Strecken mit der Linge R aneinander, um den Verlauf des Fraktals
zu approximieren. Je kleiner diese Teilstrecken werden, desto genauer wird die Approximierung. Dabei
ist N(r) die Anzahl der benttigten Strecken, um das Fraktal ,,abzutragen®.

limr- N(r) =1,

r—0

wobei [ die echte Lénge des Fraktals ist.
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Bei verschiedenen Radien erhilt man verschiedene Messergebnisse.

r | N(r) | L(r)
01 | 505 | 505
r=01 0.15 | 273 | 40.95
0.3 | 136 | 40,8
05 | 65 | 325
10 | 32 | 32
r=20.3

Diese Werte kénnen durch eine Potenzfunktion der Form L(r) = ¢- r® approximiert werden. Wir wissen,
dass eine Gerade eine konstante Funktion ist. Dementsprechend ist in diesem Fall ¢ = 0. Da die Gerade
die Dimension 1 besitzt, kann man die Dimension d als d := 1 — a definieren.

Mithilfe der gemessenen Werte und der Trendlinienfunktion in Excel lasst sich ¢ ~ —0.191 bestimmen.
Daraus lésst sich folgern, dass das Fraktal eine Yardstick-Dimension von d =~ 1.191 besitzt.

Dies kann man auch exakt herausfinden.

Liry=7-N(r) & 7r-N(r)=c-7* & N(r)=c-r¢1=c.rd

& logN(r) =logc+logr~¢=1logc—d-logr

de logN(r) —loge  logN(r) logc

< T logr T logr logr
lim <logN(r)+logc> _ lim—IOgN(r)
r—0 log r logr r—0 log r

Fiir die Kochkurve (Anzahl Strecken: 4", Linge der Strecken: :,%) gilt:

. . . log4™ . n-logd log4
limd= lim d=— lim — = lim = .
r—0 n—o0 n— oo log 3n n—0o0 1 - IOg 3 IOg 3

Dies ist die gleiche Dimension wie die Selbstéhnlichkeitsdimension. Demnach sind beide Dimensionen
miteinander vertréglich.
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6. Die Mandelbrot-Menge (,,Apfelminnchen*)

Die Mandelbrot-Menge ist die Menge aller komplexer Zahlen ¢, die bei der Folge mit der Vorschrift
Znt1 = (2n)? + ¢ beschriinkt bleibt.
ec=a+bi

® 2y =Tp+Yn-t

Durch Einsetzen in die Vorschrift erhilt man:
Znt1 = 2727 +ec=(z,+ yn)2 +a+bi=12—y:+22,yni+ a+ bi.

Realteil x,,1:
2 2
Tp4l =Ty, — Yp T 0

Imaginérteil y,,41:
Yn+1 :2$nyn+b

Markiert man alle ¢ in der Mandelbrot-Menge im Koordinatensystem, so erhilt man das ,, Apfelménnchen*

(siehe die Abbildungen unten). Das ist letzendlich ein Fraktal, wenn n — oo Iterationen durchgefiihrt
werden.

Die farbigen Abstufungen geben Informationen dariiber, ob und wie schnell die Folge (in Abhiingigkeit
von ¢) divergiert.

6.1. Mandelbrot-Menge iiber die Iterationen

Iteration 5 Iteration 10 Iteration 50

Iteration 1.000 Iteration 5.000 Iteration 10.000
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