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Serie 5 (30 Punkte)

Aufgabe 1 (10 Punkte)

(a) Bestimmen Sie alle Isomorphieklassen abelscher Gruppen der Ordnung 26 000. Welche
davon sind zyklisch?

(b) Es sei A eine endliche abelsche Gruppe. Zeigen Sie, dass fiir jeden Teiler d von |A]
eine Untergruppe B der Ordnung d existiert.

(c) Zeigen Sie, dass die alternierende Gruppe A4 keine Untergruppe der Ordnung 6 hat,
d.h. dass die Aussage in (b) fiir nicht-abelsche Gruppen im Allgemeinen falsch ist.

Hinweis: Zeigen Sie, dass jede Untergruppe H < A der Ordnung 6 alle 3-Zyklen in
Ay enthalten muss, es aber mehr als sechs 3-Zyklen gibt.

Aufgabe 2 (10 Punkte)

Es sei B eine abelsche Gruppe der Ordnung p”, wobei p eine Primzahl und r eine positive
natiirliche Zahl ist. Dann wissen wir aus der Vorlesung, dass

B=Z/p"7®...®7Z/p"7

mit s; + ...+ s, = r gilt, wobei 51 > s9 > ... > s, > 0 ist. Beweisen Sie, dass die Folge
(s1,...,80), d.h. der Typ von B, eindeutig bestimmt ist.

Hinweis: Betrachten Sie die Gruppe p - B und wenden Sie vollstédndige Induktion an.



Aufgabe 3 (10 Punkte)

Es seien A eine endlich erzeugte abelsche Gruppe und A, := {a € A|orda(a) < oo} die
Menge der sogenannten Torsionselemente von A.

(a) Zeigen Sie, dass Ay, eine endliche abelsche Untergruppe von A ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Faktorgruppe A/A;,, torsionsfrei ist.

(c) Zeigen Sie, dass die additive Gruppe Q/Z nicht endlich erzeugt ist.
)

(d) Beweisen Sie, dass Q/Z = (Q/Z)or gilt, d.h., dass Q/Z eine sogenannte Torsions-
gruppe ist.



