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Die sphérische Geometrie befasst sich mit geometrischen Verhéltnissen auf der Kugeloberfléche, die man
auch Sphdre nennt. In dem Seminar haben wir uns insbesondere mit der Frage befasst, wie man Abstédnde
von Punkten auf der Sphére berechnet, wie man in Analogie zur Euklidischen Geometrie ein Dreieck auf
der Sphére (sphérisches Dreieck) definiert und welche Beziehungen fiir sphérische Dreiecke zwischen
Seitenléngen, Innenwinkelmaflen und Flidcheninhalt gelten.

1. Grundlagen
1.1. Vektorrechnung

Zunichst haben wir Grundlagen der Vektorrechnung im 3-dimensionalen Euklidischen Raum behandelt
und grundlegende Operationen mit Vektoren kennengelernt. Wir beschreiben diese hier in Koordinaten:

Definition 1. Addition von Vektoren:

V1 wy V1 + wy
U+ w = Vo + Wo = Vo + wWo
U3 w3 V3 + w3
Gegenvektor:
v
—?7 = —7U2
-

Subtraktion von Vektoren:

Skalare Multiplikation mit reellen Zahlen X\ € R:

V1 A V1
AT=\- (%) = A- (%)
V3 A V3
Norm (oder Linge) eines Vektors:
U1
[T = || vz || =1/v]+v3+0v3
v3

Skalarprodukt von Vektoren:
(U, W) 1= v1w1 + vows + v3Wws.

Vektorprodukt von Vektoren

U1 w1 V2W3 — V3W2
Ux W= () X wo = V3w — Vv1wWs3
V3 ws V1W2 — VW1

Das Skalarprodukt erlaubt es uns, den Winkel £ (¥, &) zwischen zwei Vektoren ¢ und @ zu berechnen.
Mit Hilfe des Cosinussatzes fiir Euklidische Dreiecke zeigt man:

(0, @) = [|7]| - ||&]] - cos £ (¥, w).



Fiir vom Nullvektor verschiedene Vektoren folgt also

= et 0

Fiir das Vektorprodukt haben wir folgende Eigenschaften hergeleitet, die wir spater hdufig benutzt haben:

a) ||Ux @ = ||¥] - || - sin £ (T, @) Linge des Vektorproduktes
b) UL (Ux @) und &L (¥ x o) Orthogonalitiit
c) (¥,4,7 x W) sind positiv orientiert (Rechte-Hand-Regel) Orientierung
d) (U xw,uxp) = (0,4d)(0,p) — (w,a) - (V,p) Lagrange-Identitit
e) UX (Wx1u)=(0,ud)- u— (J,d) ud Grassmann-Identitit

1.2. Kurven und ihre Linge

Im Seminar haben wir Kurven im Euklidischen Raum besprochen, diese mithilfe von Koordinaten in
einem kartesischen Koordinatensystem mit x-, y- und z-Achse im R3 dargestellt und ihre Linge definiert
und berechnet. Wir haben die Koordinaten von Punkten und Vektoren in Zeilenform

(2,y,2)" =

ISIINSIE

geschrieben.

Definition 2. Eine parametrisierte Kurve im R? ist eine Abbildung v : I C R — R3 mit
telr—y(t) = (m(t),72(t),13(t))" € R?,

deren Komponentenfunktionen v, : I — R, k = 1,2, 3, stetig sind. v : I — R3 heifit differenzierbar (stetig
differenzierbar, ... ), wenn jede der Komponentenfunktionen 7 die entsprechende Eigenschaft hat.
Statt parametrisierte Kurve sagen wir auch kurz nur Kurve.

Fiir die Kurve v : I C R — R? haben wir anschlieend nicht nur Stetigkeit, sondern auch Differenzier-
barkeit vorausgesetzt, um die Tangenten der Kurve analytisch beschreiben zu kénnen.

Definition 3. Sei v = (71,72,73)! : I C R — R3 eine differenzierbare Kurve. Dann heifit

A (1) = (1)), 5(1)

Tangentialvektor von v im Parameter t € I. Die Kurve v heifit im Parameter ¢ € I regulir, wenn ~'(t) # 0.

Durch die Nutzung der Charakterisierung der Konvergenz im Euklidischen Raum mithilfe von Koordi-
naten, kénnen wir fiir den Tangententialvektor +/(¢) folgendes erkennen:

Ist v/(t) # 0, so beschreibt die Gerade

Tany K :==~(t) +R- v (t)



die Tangente an die Kurve K = ~(I) C R® im Kurvenpunkt v(t). Sie entsteht als Grenzgerade der
Sekanten Sek;(h) durch v(¢) und (¢ + h) bei h — 0:

Seke(h) == ~(t) + R - M

Um die Linge einer Kurve zu definieren, haben wir die geometrische Intuition verwendet. Dabei kniipfen

wir an ein Verfahren an, das von den Mathematikern der Antike verwendet wurde, um den Kreisumfang

durch regulédre n-Ecke zu approximieren und zu berechnen.

Sei P = {to,t1,...,tm} eine endliche Menge von Teilungspunkten des Intervalls [a,b] mit a = tg < t; <
<ty =0

Dann beschreibt

L(v,P) =Y v(ts) = y(tx—a)l
k=1

die Lénge des durch die Zerlegung P definierten Sehnenpolygons durch die Punkte vy(to),v(t1), ..., 7(tm).
Fiigt man weitere Teilungspunkte hinzu, wird das dadurch entstehende Sehnenpolygon wegen der Drei-

(o) v(ts)

ecksungleichung hochstens langer. Je kleiner wir die Abschnitte wihlen, desto genauer nihern wir uns
der Kurve an. Dadurch kénnen wir definieren:

Definition 4. Sei v : [a,b] C R — R? eine parametrisierte Kurve. Dann heifit

sup{L(v,P) | P Zerlegung von [a,b]}, falls sup existiert,
400, falls sup nicht existiert,

L6 = {

die Linge von .
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Ist eine Kurve ~ stetig differenzierbar, dann kann man ihre Lénge mit Hilfe eines Riemann-Integrals
berechnen. Wir haben im Seminar den folgenden Satz bewiesen:

Satz 1. Sei~: [a,b] — R® eine stetig differenzierbare Kurve. Dann gilt fiir ihre Linge

Liy) = / I )]l dt. )

2. Die Sphire
2.1. Beschreibungen der Sphire durch Koordinaten

Wir geben zuerst verschiedene Moglichkeiten an, die Punkte auf der Sphére zu beschreiben.

Definition 5. Die Sphire im Euklidischen Raum &3 mit Mittelpunkt O € £2 vom Radius R ist die
Punktmenge

St :={Pe€&®||OP|=R}.

Benutzt man ein kartesisches Koordinatensystem, deren Ursprung im Mittelpunkt O der Sphére liegt,
dann kann man die Sphére auch durch eine Gleichung fiir die Koordinaten ihrer Punkte (Euklidische
Koordinaten) angeben. Es gilt:

Sk ={(z,y,2) eR* |2 +¢* +2* = R*}.

Man kann jeden Punkt P der Sphére auch durch zwei Winkelkoordinaten A € (—m, 7] und 8 € [—g, g]
beschreiben.

AN (R (...

A beschreibt hierbei den Lingenhalbkreis (Meridian) und 8 den Breitenkreis, auf dem der Punkt P liegt.
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In Formeln gilt:
cos B - cos A
P=R-| cosf-sin)
sin 8

Damit gilt fiir die Sphére:
cos 3 - cos A

S% R-| cosfB-sin\ AE[-m,7) A BE [—E,I}
. 272
sin 3

Man nennt A und g die sphdrischen Koordinaten. Die sphérischen Koordinaten werden auch in der
Geographie benutzt. Die Erde ist zwar keine Kugel, sondern hat eher die Form eines Ellipsoiden mit drei
unterschiedlichen Achsen. Fiir Entfernungsbestimmungen oder dhnliche Aufgaben ist es aber zuléssig, die
Erde als Kugel mit dem Radius R = 6370 km zu idealisieren, da die auftretenden Fehler so klein sind, dass
man sie vernachléssigen kann. Das Koordinatensystem legt man so, dass der Null-Meridian A = 0 durch
Greenwich in England verlduft. Dann gibt man den Punkt P auf der Erdkugel im Gradmafl bzgl. dem
Nullmeridian (Ost/West) und dem Aquator (Nord/Siid) an (geographische Koordinaten). Damit ergibt
sich folgende Beziehung zwischen den geographischen und den sphérischen Koordinaten:

°Ost - °West -

A= bzw. A= ——roo W
1800 ¥ 180°
°Nord - °Siid - 7r
P=—Tg0 P B=—gp

Beispiel 1. Geographische Koordinaten von Berlin und Andros/Bahamas (im Bermuda-Dreieck):

Berlin 13.4° Ost 52.5° Nord
Andros | 77.9° West | 24.8° Nord

Euklidische Koordinaten von Berlin und Andros/Bahamas:

Berlin | (3772km , 899 km , 5054 km)"
Andros | (1213km, —5654km., 2672 km)"

2.2. Der sphirische Abstand

Schneidet man die Sphére S% mit einer Ebene E durch den Mittelpunkt O, so ist die Schnittmenge ein
Kreis in £ mit dem Radius R. Man nennt solche Kreise Grofkreise auf der Sphére S%. Sind 4, B € S%
zwei Punkte, die nicht diametral gegeniiberliegen, dann spannen O, A, B genau eine Ebene auf, d.h. es
gibt genau einen Grofkreis durch A und B. Wir bezeichnen ihn mit g,(A, B). Mit AB bezeichnen wir den
kiirzeren der beiden Kreisbogen auf gs(A, B) zwischen A und B. Liegen A und B diametral gegeniiber,
so gibt es unendlich viele Grokreise durch A und B.

Die Lénge der kiirzesten Verbindungskurve zwischen zwei Punkten A und B auf der Sphére nennt man
auch den sphdrischen Abstand von A und B und bezeichnet ihn mit ds(A, B). Als Verbindungskurven
lassen wir hierbei nur Kurven zu, deren Spur auf der Sphére liegt und die aus endlich vielen stetig
differenzierbaren Stiicken bestehen (Ecken sind also zugelassen).

Wir haben mit Hilfe der Formel (2) aus Satz 1 folgendes beweisen:
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Satz 2. Liegen zwei Punkte A und B der Sphdre nicht diametral gegeniiber, dann ist der Grofkreisbogen
AB die kiirzeste Verbindung von A nach B auf der Sphdre. Liegen A und B diametral gegeniiber, so ist
jeder Grof$kreisbogen von A nach B die kiirzeste Verbindung von A nach B auf der Sphdre.

Aus diesem Satz folgt fiir den sphérischen Abstand von A, B € S%:

d,(A, B) = L(ZE), falls A und B nicht diametral gegeniiber liegen,
e R, falls A und B diametral gegeniiber liegen.

Die L_:icinge des Groflkreisbogens AB kann man mit den Euklidischen Koordinaten der Ortsvektoren A
und B und Formel (1) berechnen. Es gilt:

(4,B)

L(AB) = R-4£(A B) = R-arccos (.,_,>
1Al - 1B

Beispiel 2. Zur Veranschaulichung berechnen wir nun den sphérischen Abstand von Berlin (Punkt
A = (a1,az2,a3)?) und Andros (Punkt B = (by, b, b3)?), wofiir wir zuvor die Euklidischen Koordinaten
berechnet haben. Da R = ||A|| = || B|| = 6370 km, gilt

a1by + azbs + azbs
R2

L(ZE) = R - arccos < ) = 7943.15 km.

2.3. Sphirische Dreiecke

Um Dreiecke auf der Sphére zu definieren, betrachten wir drei Punkte A, B,C € 5%, welche nicht auf
einem gemeinsamen Grofikreis liegen. Insbesondere sind diese Punkte dann verschleden und zwei davon
liegen sich nicht diametral gegeniiber.

Der Grofikreis gs(A, B), der durch A und B geht, teilt die Sphiire in zwei Hilften. Die Halbsphire, auf
der C liegt, bezeichnen wir mit H(AB; C).

Definition 6. Die Menge A;ABC := H(AB,; C)OH(BC’ A)YNH(AC; B) C S% heiBt sphirisches Dreieck
mit den Eckpunkten A, B,C und den Seiten AB AC BC.

Tap ist hierbei der Einheitstangentialvektor, der am Groflkreisbogen AB vom Punkt A in Richtung
Punkt B zeigt. Wir vereinbaren folgende Bezeichnungen:
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:=ds(B,C) Seitenléinge von BC

a

b:=ds;(A,C) Seitenlinge von AC

c:=ds(A,B) Seitenlinge von AB

a:=4(Tap,Tac) Innenwinkel des Dreiecks A;ABC im Eckpunkt A
B:=4&(Tpa,Tpc) Innenwinkel des Dreiecks A;ABC im Eckpunkt B
~v:=4(Tep,Tca) Innenwinkel des Dreiecks A;ABC im Eckpunkt C.

Fiir die Seitenldngen und Innenwinkel von sphérischen Dreiecken gelten verschiedene Sétze, davon haben
wir Folgende behandelt:

Satz 3. Sei A;ABC ein sphdrisches Dreieck.

1. Fiir die Seitenlingen von AgABC' gilt

a = R-4(B,C),
= R-4(A40),
¢ = R-4(AB).
2. Fir die Innenwinkel von A;ABC' gilt:
a = L(AxB,Ax(C),
B K(E x A, B x @),
W = LCxACxB).

Beweis: Zu 1) Dies folgt aus Satz 2.

Zu 2) Wir nutzen zum Beweis die Eigenschaften des Vektorproduktes.
a) Es gilt: K(TAB,TAc) = K(/T X TAB7/Y>< TAC)-
Beweis: Aus der Formel (1) fiir das Skalarprodukt und der Lagrange-Identitit fiir das Vektorprodukt
folgt
</Y X TAB,/Y X TAC>
14 % Tap||| A x Tac|
(A, A) - (Tap, Tac) — (A, Tac) - (Tas, A)
|14 % Tapll|A > Tac|

COS K(/Y X TAB,E X TAC) =

Da A die Lénge R hat und die Einheitstangentialvektoren T4 und Tsc senkrecht auf A stehen, folgt
aus der Formel fiir die Lénge der Vektorprodukte

|AxTapll=R und  ||Ax Tac| =R.
Somit gilt
COS K([f X TAB7 z‘_( X TAC) = <TABaTAC> = COS L(TAB,TAC').
b) Es gilt £(A x Tap, A xTac)=4L(Ax B,AxC).
Beweis: T4 g ist der Tangentialvektor an den Kreis g5(A, B) in der Ebene durch O, A, B. Folglich spannen

Aund T "4 den gleichen Vektorraum auf wie A und B. Die Vektoren A x Tap und A x B stehen senkrecht

14



zu diesem Vektorraum und zeigen wegen der Orientierung des Vektorproduktes in die gleiche Richtung.
Somit sind die Vektoren A x T4 und A x B positive Vielfache voneinander. Analog sind A x T'4¢ und
A x C positive Vielfache voneinander. D.h.

L(AXTap, AxTac)=L(Ax B, AxC).

Insgesamt gilt also fiir den Innenwinkel «:

= K(TAB,TA(;) = K(/Y X TAB,/Y X TAC) = K(z‘f X E,ffx é)
Analog zeigt man die anderen Formeln. O

Satz 4. Sei A;ABC C S% ein sphirisches Dreieck. Dann gilt fiir die Seitenlingen und die Innenwinkel:

1. Der sphirische Sinussatz:
a s b s C
Sin B Sin B S1n R

sina  sinf  siny’
2. Der sphirische Seiten-Cosinussatz:

a b c+ b ¢
COS — = COS — - COS — + sin — - sin — - cos a.
R R R R R

3. Der sphirische Winkel-Cosinussatz:

. . a
coso = —cosﬁ-cos7+s1nﬁ-s1n'y~cosﬁ.

Beweis: Zu 1) Aus der Formel fiir die Linge des Vektorproduktes folgt
[(Ax B)x (Ax )| = ||AxB||AxC|-sin£(Ax B,AxC)
= ||A|||B| sin £(A, B) - |A|||C| sin £(A,C) - sin £(A x B, A x C)
= R* sin% - sin B sin a.

Andererseits folgt aus der Grassmann-Identitéit fiir das Vektorprodukt

I(Ax By x (AxC)| = [|(AxB,C) - A-(AxB,A)-C|
(A x B,C)|||4]
= R-|(Ax B,C)|.

Der Vergleich dieser Formeln ergibt:
R sin2 sin < -sino = (A x B,C)|.
R R
Analog gilt

R3~sin% ~sin% sinf = |[(Bx A C) =|(AdxB,C).

Der Vergleich der letzten beiden Formeln ergibt

in & in &
sing  sing

sinae sing’

15



Zu 2) Fiir den Winkel a = £(A x B, A x C) folgt aus der Formel fiir das Skalarprodukt und der Formel
fiir die Lange des Vektorproduktes
(AxB,AxC) = |[AxB||-||AxC|-cosa
= ||A||||B|sin £(A, B) - || A||||C| sin £(A,C) - cos a
b
= RQSin% . stinﬁ - CcoS @
= R4-sin% -sinE - Ccos o

Andererseits folgt aus der Lagrange-Identitét fiir das Vektorprodukt

— -,

<1£_1’><B’,A’><C_:> = <E,E><§7é>—< 7_’>'<B’7 )
= R*-|B||C) cos £(B,C)
~ AN C cos £(A, C) - || B|||| Al| cos £(B, A)

b
R4cos% — R4cosﬁcos%.

Der Vergleich dieser beiden Formeln liefert

a b c L b . ¢
COS — = COS — €O0S — + sin — - sin — - cos a.
R R R R R

Zu 3) Die Beweisidee besteht darin, dem Dreieck A;ABC' ein duales Dreieck AgA’B’C’ zuzuordnen,
dessen Eckpunkte die Pole des Dreiecks A;ABC' sind:
ﬁ’::%lﬁ g’::%d?, 6’::%-
1B x C| IC < A |A > Bl
Man zeigt dann, dass die Seitenlingen und die Innenwinkel von A;ABC und A;A'B’C’ in folgender
Beziehung stehen:

a’ v d

R-T0 jp=TOb p=Toa
! 70’ /! 7b !/ 76
oa=nr——=, [ =m I v = =

R7
Dann folgt der sphéarische Winkel-Cosinussatz fiir A;ABC aus dem sphérischen Seiten-Cosinussatz des
Polardreiecks A;A'B'C’. O

2.4. Die Innenwinkelsumme eines sphirischen Dreiecks

Die Innenwinkelsumme eines Euklidischen Dreiecks ist bekanntlich 7. Fiir sphérische Dreiecke gilt dies
nicht mehr. Die Innenwinkelsumme héngt sogar von der Grofle des Dreiecks ab. Genauer gilt:

Satz 5. Sei A;ABC C S% ein sphirisches Dreieck mit den Eckpunkten A, B,C, den Innenwinkeln o, 3,7y
und dem Flicheninhalt Area(A;ABC). Dann gilt:

1
a+fB+y=m+ 2k Area(A;ABC).

Beweis: Sei P ein Punkt auf der Sphére S% und P? der antipodale Punkt zu P (d.h. der zweite Schnitt-
punkt von OP mit S%). Z(P,0) bezeichne ein sphérisches Zweieck mit den Eckpunkten P und P¢ und
dem Innenwinkel 0 € (0, ).
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Fiir den Fldcheninhalt von Z(P,#) gilt:
Area(Z(P,0)) = 20 - R?. (3)

Denn: Die Sphiire ist rotationssymmmetrisch um die Achse PP?. Folg-
lich verhilt sich der Flicheninhalt von Z(P,0) zum Flicheninhalt der
gesamten Sphére wie 6 zu 27, d.h.

Area(Z(P,0))  Area(Z(P,0)) 0

Area(S%) 4 R? S on’

Wir betrachten nun die folgenden sphirischen Zweiecke zum Dreieck A;ABC mit den Eckpunkten
(A, A1), (B, BY) bzw. (C,C%):

Zjs:=H(AB;C)NH(AC;B) mit Innenwinkel «,
Zp:=H(BA;C)NH(BC;A) mit Innenwinkel S,
Zc:=H(CB;A)N H(CA;B) mit Innenwinkel -,

el $
c £ % R
L/ |
A 5 A A
Lo
Diese Zweiecke zerlegen sich in die folgenden sphérischen Dreiecke:

Zis= A,ABCUAABC
Zp = AABcUAABYC (4)
Zo = A,ABC UAZABC?

> H (A%; ©)
Der Halbraum H(AB;C) zerlegt sich in das
Zweieck Z, zum Dreieck A;ABC mit den
Eckpunkten A, A% und das Zweieck zum Drei-
eck A;,ABC mit Eckpunkten A, A%, Folglich
gilt wegen (4) a

H(AB;C) = ZAUAABICUA,AYBC. (5)
Tt
Betrachtet man zu einem sphirischen Dreieck A ;M PQ das sphirische Dreieck A;M9P?Q% mit den

antipodalen Eckpunkten, dann zeigt Satz 3, dass beide Dreiecke gleiche Seitenldngen und gleichgrofle

Innenwinkel haben, sie sind also ”gleich grof” (kongruent), d.h. Area(A;MPQ) = Area(A;MePIQY).
Insbesondere gilt also

Area(A;ABC?) = Area(A,AYBC). (6)
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Aus (4),(5) und(6) folgt dann

Area(H(AB;C)) = Area(Za) + (Area(Zp) — Area(A;ABC)) + (Area(Zc) — Area(As;ABC))
= Area(Za) + Area(Zp) + Area(Zc) — 2 - Area(A;ABC)
=2R*(a + B +7) — 2Area(A;ABC).

Da der Flicheninhalt der Halbsphire 27 R? ist, folgt daraus die Formel fiir die Innenwinkelsumme

1
a+f+y=7m+ ik Area(A;ABC).

Beispiel 3. Nun wollen wir den Fldcheninhalt des Bermuda-Dreiecks mithilfe des Innenwinkelsummen-
satzes berechnen. Als Bermuda-Dreieck betrachten wir das sphérische Dreieck mit den Eckpunkten Miami,
Bermuda und San Juan. Wir nutzen folgende Koordinaten:

Miami (M): 95,76° Nord, 80,19° West
Bermuda (B): 32,31° Nord, 64,75° West
San Juan (S): 18,47° Nord, 66,11° West.

Rechnen wir diese in Euklidische Koordinaten um, lauten sie:

M = (977,63km, —5653,97km , 2768,85 km)*
B = (2296,89km, —4870,1km , 3405,3 km)"
S = (2447,24km, —5525,11 km , 2018, 38 km)".

Nun ermitteln wir die Seitenldngen des Dreiecks AgM BS, wobei wir das Skalarprodukt zur Berechnung
der Mittelpunktswinkel nutzen. Unsere Rechnung ergibt folgende Léngen:

L(MB) = 1667,83km
L(BS) = 1548,12km
L(SM) = 1674,51 km.

Durch Umformen der sphiirischen Winkel- und Seiten-Cosinussiitze und anschlieBendem Einsetzen in die
Formel erhalten wir fiir den Innenwinkel bei Miami 55, 7608°, fiir den Innenwinkel bei Bermuda 63, 2103°
und fiir den Innenwinkel bei San Juan 62,6643°. Die umgeformte Formel fiir die Innenwinkelsumme des
sphérischen Dreiecks lautet wie folgt:

Area(A,ABC) = R*(a+ B+~ — 7).

Setzen wir die berechneten Innenwinkel, nachdem wir diese in das Radmafl umgerechnet haben, in die
Formel ein, erhalten wir fiir den Flicheninhalt des Bermuda-Dreiecks:

Area(AsMBS) = 1.158.554, 77 km?.
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