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1. Einleitung

1.1. Die Problemstellung

Jeder kennt wahrscheinlich Pendeluhren, zumindest als Standuhr bei den Grofieltern. Ein Problem, auf
das man jedoch stofit, wenn man mit Pendeln die Zeit messen mochte, ist, dass ihre Periodendauer
nicht immer gleich ist, sondern variiert, je nachdem, wie grof3 die Auslenkung des Pendels ist. Um ein
Pendel herzustellen, dessen Periodendauer immer gleich lang ist, muss man sich schon etwas Besonderes
einfallen lassen. In unserem Projekt haben wir uns damit beschéftigt, wie ein solches Pendel aussehen
konnte, welche Rolle Zykloiden dabei spielen und wie man beweisen kann, dass unsere Idee funktioniert.

Die wesentliche Eigenschaft, die unser Pendel haben soll ist die sogenannte Tautochronie.

Definition 1 (Tautochronie). Eine ebene Kurve, entlang derer sich ein nur von der Schwerkraft be-
schleunigter Massepunkt bewegt und unabhéngig vom Ausgangspunkt stets dieselbe Zeit benttigt, um
zum tiefsten Punkt zu gelangen, heifit tautochron.

In dieser Definition stecken viele Begriffe, die wir erklédren miissen. Wir beginnen zunéchst damit ein sehr
einfaches Pendel genauer zu betrachten.

1.2. Das mathematische Fadenpendel

Ein reales Fadenpendel besteht aus einer Masse an einem Faden, die frei schwingen kann. Dabei wirkt die
Schwerkraft, um das Pendel anzutreiben. Aber in der Realitédt gibt es noch weitere Kréfte, wie z.B. die
Reibung.

Das mathematische Fadenpendel ist ein idealisiertes Fadenpendel —
also nur ein Modell — mit den folgenden Eigenschaften:

e Es gibt keine Reibungseffekte oder andere Stérungen. /
e Die komplette Masse ist in einem Punkt konzentriert.

e Das Pendel bewegt sich in einer Ebene und wird nur durch die
Schwerkraft angetrieben.

Ein solches mathematisches Pendel kénnen wir also, da es sich durch den Faden auf einer Kreisbahn
bewegt, durch den Auslenkungswinkel zur Nulllage beschreiben. Die Gewichtskraft zerlegt sich in die
Normalkraft, die durch den Faden kompensiert wird, und die Tangentialkraft, F}, die das Pendel bewegt.
Die Tangentialkraft wirkt entgegengesetzt zur Auslenkung. Damit erhalten wir die folgende Differential-
gleichung.

Fy(a) =sin(—a) - F; = —sin(a) -m - g.

Aus der Physik ist bekannt, dass Kraft gleich Masse mal Beschleunigung ist. Folglich kénnen wir fiir die
Beschleunigung, also die zweifache Ableitung des Weges nach der Zeit, a(t) = %s(t) = ;—;(ﬁ . a(t)),

wobei ¢ die Liange des Pendels ist, schreiben.

m-a” -4 —sin(a)-g-m
1" .9
¢

= o = —sin(a)

Wir 16sen die Differentialgleichung zunéchst niherungsweise mit sin(a) ~ «. D.h.,

" g
o - .

1



Ein solches Verhalten kennen wir von der Sinus- und von der Kosinusfunktion.

Der Ansatz a(t) = cos(ct + ag) bzw. a(t) = sin(st + aq) liefert:

a'(t) = — (62 cos(ct + ao))
! g
= —Q 2?

bzw

o'(t) = —( 251n(st+a1))
!
= —a-f

Folglich muss ¢? = s = 9 gelten. Und alle Linearkombinationen

a(t)=A- cos (\/gt + ao) + B - cos (\/gt + oq)

mit A, B € R erfiillen die Differentialgleichung. Somit betriigt aber die Schwingungsdauer gerade \/% -2,

weil sich nach dieser Zeit das System zum ersten Mal wieder im Startzustand befindet. Demnach ist ein
mathematisches Pendel ndherungsweise ein tautochrones Pendel. Wie gut diese Ndherung ist, haben wir
nun experimentell untersucht.

Bemerkung 1 (Messung der Schwingungsdauer eines Fadenpendels). Wir haben die Dauer fiir zehn
Schwingungen eines Fadenpendels bei verschiedenen Startauslenkungen gemessen.

Fiir die gewéhlten Startwinkel gilt v1 < P2 < P3.
Die gemessenen Schwingungsdauern sind 77 = 22,18s To =23,12s und T35 =23,17s.

Mit wachsendem Startwinkel wéchst also die Schwingungsdauer. Unser Fadenpendel ist nicht tautochron.

2. Parametrisierte Kurven

Ein wichtiges Mittel, um Wege von Massepunkten mathematisch beschreiben zu kénnen, sind parame-
trisierte Kurven. Diese werden auch im weiteren Verlauf des Skripts Verwendung finden. Deshalb ist es
wichtig, sich mit ihnen zu beschéftigen.

Definition 2 (Parametrisierte Kurven). Parametrisiere Kurven sind Abbildungen,
v: T — R2?, I C R ein Intervall,
die mindestens zweimal stetig differenzierbar sind.

Beispiel 1 (Eine Parametrisierung des Einheitskreises).

Um den Einheitskreis als Spur einer Kurve darzustellen, kann
man folgende Parametrisierung verwenden g

o g
e
0 cosg

=|e

vk 0,27] — R?
© — (cos(cp),sin(cp)).

Hier ordnen wir jedem ¢ aus dem Intervall von [0, 27] einen Punkt auf dem Kreis zu.



Beispiel 2 (Weitere Parametrisierungen des Einheitskreises). Eine weitere Moglichkeit, einen Kreis zu
erzeugen, ist folgende Parametrisierung.

_:R — R?
p — (cos(cp),—sin(cp))

Im Gegensatz zu dem oberen Beispiel kann ¢ beliebig grof3 und klein sein, weshalb die Kreisspur unendlich
oft durchlaufen wird. Aulerdem wird der Kreis durch die Verwendung des — sin nun im mathematisch
negativen Sinn durchlaufen.

Wir kénnen auch die Durchlaufgeschwindigkeit d&ndern usw. Es gibt also unendlich viele verschiedene
Parametrisierungen, um den Kreis zu zeichnen.

2.1. Die Lange einer parametrisierten Kurven

Ein auf einer parametrisierten Kurve schwingender Massepunkt soll nur durch die Schwerkraft beschleu-
nigt werden. Diese Beschleunigung ist also der Schliissel zur Beschreibung der Bewegung des Massepunk-
tes. Die Beschleunigung ist die Ableitung der Geschwindigkeit nach der Zeit und diese wiederum ist die
Ableitung des zuriickgelegten Weges nach der Zeit, sodass wir die Lange des Weges des Massepunktes in
Abhéngigkeit von der Zeit bendtigen.

Die Lange einer parametrisierten Kurve approximieren wir zunéchst durch ein Sehnenpolygon. Es sei
7 : [a;b] — R? eine parametrisierte Kurve und P = {to,t1,...,tm_1,tm} eine Zerlegung des Intervalls
I=[a;b),dh.a=t, <ty...<ty, =0

Die Liange des Sehnenpolygons ist gegeben durch

LOnP) = % [yt )

8 s -t

||M3\|M3

”

Geht eine Zerlegung P’ aus P durch Hinzunahme von Teilungspunkten hervor, so sagen wir P’ ist eine
Verfeinerung von P und schreiben P’ > P. Dann gilt mit der Dreiecksungleichung

L(v,P) < L(vy, P").

Definition 3 (Rektifizierbare parametrisierte Kurven). Eine parametrisierte Kurve v : I — R? heifit
rektifizierbar, wenn

sup {L('y, P) ’ P Zerlegung von I}

existiert.

Dann setzen wir

L(~) := sup {L(%P) ’ P Zerlegung von I}.



Diese Definition ist zwar recht einfach, in der Praxis aber kompliziert. Tatséchlich lésst sich die Lénge einer
parametrisierten Kurve mit dem RIEMANN-Integral berechnen. Dies werden wir als nichstes beweisen.

Satz 1. Sei f : [a;b] — R? stetig, dann gilt

/bf(w)div </b||f(x)||d$-

b
Beweis: Wir setzen [ f(z)dz =v = (Zl) . Damit kénnen wir die linke Seite der zu zeigenden Ungleichung
2

a
abschétzen. Dabei nutzen wir die Cauchy-Schwarze-Ungleichung.

b

| [r@a] = ol

a

= vi+03
b b

= v - /fl(x)dx—i—vg' /fg(x)dx
L/_/ L/_/

=v1 =vg

b

= /(Ulfl(ﬂ[?)-i-Usz(fU))dm
ab
2 / loll - 1 £(=)lldz

b
R / 1 () da

Ist ||v|| = 0, so gilt die zu zeigende Ungleichung trivialer Weise. Andernfalls konnen wir durch ||v]| teilen
und erhalten das gewiinschte Resultat.

b

b
ol = / fla)dz| < / 1 (@)llde

a

O
Uber welche Funktion soll integriert werden, um die Linge einer parametrisierten Kurve zu bestimmen?

Satz 2. Sei~: [a,b] C R — R? differenzierbar. Dann ist v rektifizierbar und es gilt

b
L) = [ @l

Beweis: Sei v : [a,b] C R — R? differenzierbar. Zuniichst zeigen wir, dass dieses Integral eine obere
Schranke der Langen aller Sehnenpolygone ist. Damit existiert das Supremum der Langen aller Sehnen-
polygone und die Kurve ist rektifizierbar.
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Sei also P eine beliebige Zerlegung von [a;b]. Wir schiitzen die Linge des zugehorigen Sehnenpolynoms
unter Nutzung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung ab. Zusétzlich kommt hier auch

Satz 1 zum Einsatz. .

LiyP) = 2 Ilv(t) —v(te-1)l

k=1 ”

LEEDS H /y’(t)dtH
k=1 o
tk

Satz 1 ,

< 5 [ @l

Tt

Im zweiten Beweisschritt zeigen wir die Gleichheit. Dazu nutzen wir eine Hilfsfunktion
€ ]a; 0] 3t — L(7lfain) € [0; L(v)]-
Seien ¢ € [a;b) und h > 0 mit ¢ + h € [a; b].

Es gilt | S+ h)
[v(t +h) =@l < L(Y|iese4n1)
= Lt +h) —L(t)
t+h

Schritt 1 ,
< /mmmm
t

Fiir den Differenzenquotienten zur Hilfsfunktion ¢ bzw. dessen einseitigen Grenzwert folgt

t+h
F(E+t) = () Ut +h) = (1) 1 /
H h H = h = g ()=
t
und damit Y@l < }Li“éw < IVl

Analoge Betrachtungen fiir h 1 0 liefern die Behauptung

b b
L) = ) = £60) ~ () = [ ¢t = [ 1))t

2.2. Die Evolventen einer parametrisierten Kurve

Fiir die Schwingungsdauer eines Fadenpendels hatten wir fiir kleine Winkel ¢ die Ndherung

T =21 {
g
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Allerdings hatten wir festgestellt, dass die Schwingungsdauer tatséchlich mit der Auslenkung zunimmt.
Um ein tautochrones Pendel zu konstruieren, verfolgen wir deswegen die Idee, die Fadenldnge ¢ vom
Auslenkungswinkel ¢ abhéingig zu machen.

Die Fadenlénge ¢ soll nun mit groflerer Auslenkung ¢ kleiner werden. Das lésst sich erreichen, wenn das
Pendel, wie in der Abbildung, zwischen zwei Kurvenbacken gehéingt wird.

Mit diesem Aufbau, liegt der Faden abhéingig von der Auslenkung an der Kurve an und wird somit
verkiirzt. Die Pendelbahn dieses Fadenpendels beschreibt nun eine sogenannte Evolvente der Kurve, an
die es angelegt wurde.

Definition 4. Jeder rektifizierbaren Kurve v : I — R? wird eine Schar von Kurven als Evolventen
(siehe Abb. rote, griine und blaue Kurve) zugeordnet.

Die Evolventen entstehen durch das Abrollen der Tangenten einer Kurve
und lassen sich beschreiben durch

cult) =) - S ), ver

fiir den Startpunkt (to) mit to € 1.

Der Faden des Fadenpendels beschreibt in diesem Fall die abgerollten Tangenten der Kurve, die die
Kurvenbacken parametrisiert. Wir werden zeigen, dass ein Fadenpendel, das an Kurvenbacken schwingt,
welche durch Zykloiden beschrieben werden, tautochron ist.

3. Zykloiden

0,0)

Definition 5 (Zykloide). Ein Kreis rollt
gleichméBig und ohne zu rutschen iiber eine Ge-
rade. Die durch einen festen Punkt P auf dem

Umfang des Kreises beschriebene Kurve ist eine
Zykloide.
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Bemerkung 2. Zykloiden oder Rollkurven erhélt man auch, wenn man statt einer Geraden einen Kreis
oder andere Kurven als Leitkurve fiir den abrollenden Kreis nutzt. Ebenso kann der Punkt, welcher die
Zykloide zeichnet auch an einem Stab durch den Mittelpunkt des Rollkreises befestigt sein. Er muss also
nicht auf dem Rollkreis liegen.

Wir suchen eine Paramtetrisierung der Zykloiden.

Parametrisierung des Mittelpunktes Der Mittelpunkt des Kreises befindet sich in y-Richtung ne-
gativ verschoben zum Nullpunkt um genau r und verschoben in z-Richtung um genau die Strecke,
die der Kreis gerollt ist.

M(p) = (ro,—r)

Parametrisierung von P in Abhingigkeit von M Hier kann durch das Ausklammern des Radius,
der Kreis als ein Einheitskreis, rotiert um 90°, betrachtet werden.

M(p)~P(e) = r- (ciis?fof))

Zusammenfiihrung Damit erhalten wir die Parametrisierung der von P durchlaufenen Kurve.

P(p) = P(p)+ (M(p) — P())
= (g 1)+ (;j);gfp?)

r - (¢ —sin(p), cos(p) — 1)

3.1. Die Evolvente einer Zykloide

Nun wollen wir die Evolvente einer Zykloiden berechnen, wobei wir den Startpunkt in ein lokales Minimum
legen.

Unsere Ausgangskurve ist v, mit

V() =7+ (0, —1) + 71" (;zlsl(lg‘)’)) v € [0,27].

Wir benétigen als erstes den Tangentialvektor und seine Norm.
(1 - cos(ga))
r- .
— sin(p)
wnd [12(@)2 = 2 (1= cos(¢))? + sin() )

22 ((1 — 2cos(p) + cos?(p)? + SiHQ(‘P))

= 2r%. (1 —cos(yp))

72 ()

Damit kénnen wir als néchstes die Linge der Kurve fiir ¢ € [m, 27| berechnen. Dabei nutzen wir, dass

\/ 71_“;5(@ = ‘sin (%)‘ gilt.
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ACH I /H%'z(t)Hdt

>0
= 4r[—cos(%)}j
= —4r cos(%) >0
——
<0, da £>7

Wir setzen die erhaltenen Bestandteile in die Formel fiir die Evolvente ein.

e — _ M. !
_ ~ Llmea)
iy (~sine)) _ —Areos(5) (1 cos(p)
_ (o, —1) + ( cos() ) 2 sin(E) ( —sin(p) )
cos(Z cos(¥Z
= 7r- ((Lp —sin(p) + QSin((‘z)) (1 —cos(p)), =1 + cos(p) — 2 sin((‘z)) sm(<p))

Zeichnet man diese Evolvente der Zykloide, so liegt der Verdacht nahe, dass es sich um eine verschobene
Zykloide handelt — genauer verschoben entlang der xz-Achse um r7 und entlang der y-Achse um —2r.
D.h., diese Kurve miisste mit der Kurve

(o —m)+ (_;T) =7 (o +sin(p), -3 — cos(y))
iibereinstimmen. Dies zu iiberpriifen iiberlassen wir dem geneigten Leser.

3.2. Die Tautochroneneigenschaft einer Zykloide

Beweis: Zu zeigen ist, dass der Zykloidenbogen tautochron ist. Dazu wird die Parametrisierung vz eines
nach oben gedffneten Zykloidenbogens — parametrisiert nach dem Abrollwinkel ¢ — verwendet, welcher
durch einen Rollkreis mit Radius r entsteht. Dies ldsst sich folgendermafien darstellen.

7:(0)

V2(p) = r(p — sin(p), cos(p) — 1)

Der zu betrachtende Massepunkt m soll dabei zur Zeit to = 0 an der Position v, (o) starten, wobei oBdA
o € [0, ) gilt.

Zudem sei vz (¢(t)) die Position des Massepunktes zur Zeit ¢ mit ¢(t) € [po, 7], da dies fiir die weitere
Betrachtung genitigt.

14



Gemaif des Energieerhaltungssatzes aus der Physik gilt

1
0 = §mv2 —mg (y(wo) - y(s@)) :
—
=FEkin :AEpot

Umstellen nach der Geschwindigkeit v an der Stelle vyz(y) liefert

v =1/20(s(20) — ()

Sofern s der seit dem Zeitpunkt to zuriickgelegt Weg ist, gilt v = 92 und durch Trennung der Variablen

. X dt
weiterhin )

dt = ds.
V/20(5(0) — (%))

Im Folgenden erfordert die Substitution der infinitesimalen Léangendifferenz ds die Ausnutzung der
Abhéngigkeit dieser von dem Winkel .

L@ = Il
— r\/(l — cos(ip))? + sin?(y)
— r\/l — 2cos(ip) + cos2(yp) + sin’(p)
= 7/2—2cos(yp)
- r\/2—2cos(§+§)
= r\/2 —2(cos? (£) —sin® (£))
- r\/2 (1 — cos? (

= 2rsin (%)

N
SN—
SN—
+
[N}
“.
=
(V)
—
SIS
S—

Das Aufschreiben der Betragsstriche nach dem Ziehen der Wurzel ist nicht erforderlich, da ¢ € [¢o, 7]
gew#hlt wurde, wodurch sin (£) > 0 folgt.

Damit kénnen wir ds durch dp substituieren.
ds = 2rsin (%) de
Im Folgenden wird eine Integration iiber die Zeit vorgenommen. Dabei werden als Integrationsgrenze die

Startauslenkung und die Auslenkung am tiefsten Punkt gewéhlt. Das ergibt die Zeitpunkte tg = 0 und
ein Viertel der gesamten Schwingungsdauer T, .

=

1T,
Ty, = / dt | Subst. von dt durch ds
0




Das nun folgende Substituieren von ds durch dg erfordert wieder eine Anpassung der Grenzen. Die Inte-
grationsgrenzen sind nun der Startwinkel ¢y aus der Parametrisierung der Zykloiden und der Parameter
am tiefsten Punkt, welcher 7 ist.

o /\/29 y(0) y(w)))

|
\
&,
=
M\
§
o
AS)

Wir setzen die y-Koordinaten im Nenner ein.

_ sin(¥£)
fo = \/>/\/ 1+ cos( 2 4

(190) — 1 — cos(¢))

W=

) : sin(¥%)
- ﬁ/¢ (e + -G 0)

Lp

sin 7)
= /QT/ 2 —dyp
V/2cos2(5) —2cos?(%)

Wir substituieren z := cos ( %) mit dz = —% sin ( %) dy. Auch hier miissen wieder die Grenzen angepasst

werden.

2
1 — T -~
4Tvo = \/; 2 2 dz

[l
[N}
e
o
N
o
=
| —
—
|22
S~—
[\
o,
N

Nun wird die Substitution mit v := % verwendet und damit du = %dz.

1
1
1 —
T = 2f; [ gt
0

= 2\/5 [arcsin(u)];
— 2\/%
i

Damit betrégt die Schwinungsdauer des Zykloidenpendels T,,, = 4w g. Es lésst sich erkennen, dass

[SIE

dieser nicht vom Startwinkel ¢ abhéngt. Der Zykloidenbogen ist demnach eine Tautochrone.
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