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11 Problemlésen im Mathematikunterricht

Empfohlene Literatur zu diesem Kapitel

Neben den Standardwerken zur Ma-Didaktik, die fiir diese Vorlesung allgemein angegeben wur-
den, sei vor allem das folgende — iiber 60 Jahre alte — Buch empfohlen, das nach wie vor als , der
Klassiker” zum Problemldsen im Mathematikunterricht anzusehen ist:

e POLYA, G.: Schule des Denkens. Tiibingen, Basel: Francke, 1949 (4. Aufl.: 1995).
Weitere empfehlenswerte Biicher zum Problemldsen im Mathematikunterricht:

e POSAMENTIER, A., SCHULZ, W. (HRSG.): The Art of Problem Solving. A Resource for the Mathe-
matics Teacher. Tousands Oaks, Cal.: Corvin Press, 1996.

Ein Buch mit (u.a.) vielen interessanten Beispielen zu den heuristischen Prinzipien/ Strategien.

e SCHOENFELD, A.: Mathematical Problem Solving. Orlando: Academic Press, 1985.

Eines der bekanntesten Standardwerke zu der Thematik.

e SCHWARZ, H.: Heuristische Strategien des Problemldsens. Eine fachmethodische Systematik fiir die
Mathematik. Miinster: WTM, 2006.

Dieses Buch enthilt eine interessante Systematisierung der heuristischen Strategien mit vielen Beispielen.

11.1 Grundsatzliche Positionen, Begriffsbestimmung

Schiilerinnen und Schiilern bereitet das Losen von Aufgaben, fiir die sie kein Routineverfahren
kennen, Schwierigkeiten.
— Einige (u. U. viele) Schiiler finden keinen Ansatz, fiihlen sich tiberfordert.
— Aufgrund fehlender Strategien wissen diese Schiiler dann nicht, was sie tun sollen/kénnen.
— Dadurch bedingter , Leerlauf” fiihrt hdufig zu Disziplinproblemen.

Nahe liegende Problemvermeidungsstrategie fiir Lehrer:
Ausweichen auf Standardaufgaben, bei denen die Schiiler bekannte Losungswege anwenden.

TIMSS-Videostudie:

® 89% der Schiilerarbeitszeit im deutschen MU wird mit dem Losen von Routineaufgaben verbracht,
e 5% mit Problemltse- und Denkaufgaben.
o Die restlichen 6% entfallen auf die Anwendung von mathematischen Konzepten und SachverhaltenE]

PISA: ,Die deutschen Schiilerinnen und Schiiler schneiden im internationalen Vergleich bei technischen Aufgaben
relativ gqut ab; ihre Schwiiche liegt in der Modellierung anspruchsvoller innermathematischer Kontexte. ...
hingt sicherlich mit der in friiheren Studien aufgezeigten Kalkiilorientierung des deutschen MU zusammen.’ﬂ

Begriffsbestimmung, Kategorien von Aufgaben

Probleme (bzw. allgemeiner Aufgaben) sind geistige Anforderungen an Individuen, bei denen ein

Anfangszustand A mittels einer
Transformation ~ T  in einen
Zielzustand Z zuiberfiihren ist.

1vgl. BAUMERT, J.; LEHMANN, R. u. a.: TIMSS - Mathematisch-Naturwissenschaftlicher Unterricht im internationalen
Vergleich, Leske + Budrich, Opladen 1997, S. 230.
ngl. Deutsches PISA-Konsortium (Hrsg.): PISA 2000, Leske + Budrich, Opladen 2001, S. 178.
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Standardaufgabe:

e A und Z Klar festgelegt, T aus dem Gedéchtnis abrufbare Routine. (A;T;Z) — (k k k)
Problem:
e A und Z Klar festgelegt, fiir T ist keine Routine abrufbar = es ist eine Barriere zu tiberwin-
den. (A, T;Z2) — (ku; k)
Offenes Problem:

e A oder Z (zumeist Z) sind unklar formuliert oder
e fiir T bestehen mehrere Moglichkeiten.

Die Grenzen zwischen den Kategorien verlaufen fliefend; die Einordnung hingt vom bearbeitenden
Individuum ab.

Probleme aus psychologischer Sicht

,,Probleme sind dadurch gekennzeichnet, dass ein gegebener Zustand als unbefriedigend erlebt wird
und deshalb verindert werden soll. Jedoch konnen die dazu erforderlichen MafSnahmen oder Schrit-
te nicht einfach aus dem Gedichtnis abgerufen werden, sondern miissen konstruiert werden (sonst
handelt es sich um eine Aufgabe).’ﬂ

Barrieren beim Problemldsen
o Objektive Barrieren: Die zum Losen notwendigen mathematischen Inhalte sind nicht bekannt.

o Subjektive Barrieren: Der Bearbeiter weifs nicht, welche seiner Kenntnisse er auf welche Weise
zur Losung einsetzen soll.

Beseitigung aller Barrieren = Verwandeln des Problems in eine Routineaufgabe.

Zu hohe Barrieren = Viele Schiiler finden keine Moglichkeit, die Barrieren zu tiberwinden.

e Barrieren nicht beseitigen aber , niedriger legen”; fiir (fast) alle Schiiler {iberwindbare Barrie-
ren an den Anfang stellen.

= Das Uberwinden von Barrieren lernen.
e Differenzierte Ziele mit unterschiedlich hohen Barrieren setzen.
e Unterschiedliche Wege zur Problemldsung ermoglichen.

11.2 Losen mathematischer Probleme durch Grundschiiler: Beispiele

Die folgenden Beispiele wurden von Prof. M. GRASSMANN auf der Grundlage ihrer Arbeit im
Projekt , Mathetreff” an der WWU Miinster und an der HU Berlin mit Schiilern 4. Klassen verof-
fentlicht.

Lineare Gleichungssysteme — Hiihner und Kaninchen

In einem Stall sind Kaninchen und Hiihner. Die Tiere haben zusammen 35 Kopfe und 94 Beine. Wie viele
Kaninchen und wie viele Hiihner sind es?

RARGIRAL L AL QR R AR R)
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e Rene hat den Zusammenhang zwischen den gegebenen Zahlen gut erkannt, die 35 Tiere
dargestellt, jedem Tier zundchst 2 Beine gegeben (mindestens so viele muss jedes Tier haben)
und dann die restlichen Beine in Zweiergruppen verteilt und die Losung erhalten.

Rene:

3STROHSCHNEIDER, S.: Problemlosen in Deutschland. In: Denken in Deutschland. Hans Huber: Bern, 1996, S. 18.
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Pferde und Fliegen

An einem Wintertag werden in einem Stall 15 Tiere gezihlt. Es sind Pferde und Fliegen. Zusammen haben
sie 72 Beine. Wie viele Pferde und wie viele Fliegen sind es?
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e Tim hat zundchst ausgerechnet, wie viele Beine jedes der 15 Tiere im Durchschnitt hat, es
sind 4 und es bleibt ein Rest von 12 Beinen.

e Wenn es nur Pferde wiren, hitte er 60 Beine.

e Nun verkleinert er die Anzahl der Pferdebeine und betrachtet systematisch, wie viele Flie-
genbeine hinzukommen miissen, damit es 15 Tiere sind. Zunéchst 4 Pferde weniger, dann
miissten es 4 Fliegen sein, das ergibt 24 Fliegenbeine, insgesamt zu wenig, in zwei weiteren
Schritten hat er dann die richtige Losung gefunden.
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Variablen fiir Fliegen- und Pferdebeine sowie fiir Fliegen und Pferde

nahe liegende Zerlegung der 70 als Ausgangspunkt (40 ist durch 4 und 30 durch 6 teilbar)
es wdren, wie die Aufgabenstellung verlangt, 15 Tiere

Jon erkennt sehr schnell Beziehungen zwischen den gegebenen Zahlen und nutzt diese, um
einen Ausgangspunkt fiir die Losungsfindung zu haben.

Da er bei seiner Losung zu wenige Beine hat, schlussfolgert er, dass es mehr (als 5) Fliegen
sein miissen und erhélt im nédchsten Schritt die korrekte Losung.

Lineare diophantische Gleichungen
— Katzen und Enten

Auf einem Bauernhof leben Katzen und
Enten. Max hat 36 Beine gezihlt. Wie
viele Katzen und wie viele Enten kon-
nen es sein?

Hier miissen die Kinder erkennen,

dass es mehrere Moglichkeiten gibt R 70E
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Phil:

Wie hast du dem Bauern geholfen?

umnd, Ggn babe hrndoy ger-chiuet.




Leo:
,Eine Katze kann immer durch
zweil Enten ersetzt werden.”

Pferde und Fliegen (1)

Der Bauer hat in seinem Pferdestall Pferde und
Fliegen. Er hat 48 Beine gezihlt. Wie viele Pferde
und wie viele Fliegen kdnnen es sein?

e Ausgangspunkt: nur Fliegen (48:6)
e Verringerung der Fliegenzahl

e erkannt: nur gerade Anzahlen von
Fliegen kommen in Frage, denn nun
konnte man immer nur 2 Fliegen
durch 3 Pferde ersetzen
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11.3 Inhaltliches oder konkret-experimentelles L6sen von Problemen

Berechnungsprobleme lassen sich oft mit Hilfe einer Tabelle oder Zeichnung durch das Messen
der gesuchten Grofien 1osen. Auch wenn diese erste Losung oft nur eine Naherung darstellt, kann
sie zumindest Aufschluss tiber die Groflenordnung geben oder bei offenen Problemen helfen, eine

Vermutung zu generieren.

Beispiel: Bearbeitung der folgenden Aufgabe durch Realschiiler, KI. 7-8

Ein quadratisches Papier wird wie auf der
Abbildung zu einem Flnfeck gefaltet:

1. Die Seiten BC' und C'D werden

auf die Diagonale A €' gefaltet.

2. C'wird auf A gefaltet.
Ermittle den Winkel a ohne Hilfe des
Geodreiecks.
Findest du noch madglichst viele andere
Winkel ohne Messung?

D
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11.4 Einige Beispiele fiir (nichtgeometrische) Problemaufgabenf!

Fiir das Fordern des Problemldsens (inbesondere, aber nicht nur in der Sekundarstufe I) gut ge-
eignete Aufgaben haben haufig Beziige zu den Gebieten Geometrie, Zahlentheorie, Kombinatorik
und elementare Logik. Viele geeignete Aufgaben benoétigen recht wenig Grundwissen und sollen
vor allem die Bereitschaft zum , Knobeln” und ,gedanklichen Rangieren” fordern. Die folgenden
Aufgaben (die Siebtkldsslern genauso gut gestellt werden konnen wie Erwachsenen) verdeutlichen
dies gewissermaflen sinnbildlich.

Rangieren und Sortieren

1. Ein Zug soll auf einer eingleisigen Strecke wenden. Es gibt nur ein sehr kurzes Abstellgleis,
welches hochstens die Lok oder einen Wagen aufnehmen kann. Gib ein Verfahren an, mit
dessen Hilfe der gesamte Zug umgedreht werden kann.

A has

T 1 I L

2. Auf einem Rangierbahnhof néhert sich eine Lokomotive einem kreisférmigen Gleisstiick,
auf dem zwei leere Waggons stehen. Zwischen ihnen befindet sich eine Briicke, die stark
genug ist, einen Wagen zu tragen, nicht aber die Lok. Der Lokfiihrer soll die beiden Waggons
vertauschen. b

Gib eine Folge von Rangierschritten
an, die diese Aufgabe 16st. Dabei kann
jeder Wagen und jede Lok an beiden
Seiten an- und abgekuppelt werden;
allerdings werden alle Kupplungsma-
nover nur bei stehendem Zug vorge-
nommen, ,fliegende” Rangiervorgan-
ge sind nicht erlaubt. Die Briicke ist
gerade so lang wie ein Waggon, und
die Lok muss das kreisformige Gleis-
stlick am Schluss wieder verlassen.

Denk- und Knobelaufgaben, Logik

1. Drei rote und drei griine Bonbons sind auf drei Schachteln verteilt, wobei jede Schachtel
Bonbons enthdlt. Die Schachteln sind mit den Aufschriften ,GG”, ,GR” und , RR” gekenn-
zeichnet. Die Aufschrift stimmt jedoch in keinem Fall mit dem Inhalt der Schachtel iiberein.

Mit geschlossenen Augen darf einer Schachtel ein Bonbon entnommen werden, dessen Farbe
erst nach dem Schlieflen der Schachtel festgestellt werden darf. Aus welcher Schachtel musst
du ein Bonbon entnehmen, um danach den Inhalt aller iibrigen Schachteln genau angeben
zu konnen?

2. Ritselhafte Familie: Ein Ehepaar hatte weniger als 10 Kinder. Es sind Jungen und Médchen.
Jedes Miadchen hat ebenso viele Schwestern wie Briider. Jeder der Jungen hat jedoch nur halb
so viele Briider wie Schwestern. Wie viele sind es genau?

3. Klaus erzdhlt von seiner Familie. ,Ich bin dlter als 10 Jahre, aber noch nicht 20 Jahre alt. Meine
Mutter ist ein Jahr dlter als mein Vater und 12 mal so alt wie meine Schwester. Mein Vater ist
21 Jahre élter als ich.” Wie alt sind die einzelnen Familienmitglieder?

4Alle in diesem Abschnitt aufgefithrten Aufgaben wurden mit Schiilern 7. bzw. 8. Klassen erprobt.
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4. Vor einem dunklen Tunnel stehen vier Leute A, B, C und D, die den Tunnel durchqueren
muiissen. Sie sind unterschiedlich schnell:

e A benétigt 5 Stunden, B 4 Stunden, C 2 Stunden und D 1 Stunde.

e Der Tunnel ist so dunkel und gefidhrlich, dass man ihn nur mit (eingeschalteter) Ta-
schenlampe durchqueren kann. Die Leute haben zusammen nur eine Taschenlampe.
Die Batterien reichen nur fiir 12 Stunden.

e Der Tunnel ist so eng, dass stets nur maximal 2 Leute gleichzeitig den Tunnel durchque-
ren konnen.

Wie kommen die 4 Leute durch den Tunnel?

5. Mike, Thomas, Reiko und René haben auf dem Hof Fufsball gespielt und eine Fensterscheibe
eingeschlagen. Als der Vorfall untersucht wurde, machten die Jungen folgende Aussagen:
e Mike: ,Das Fenster hat Thomas oder Reiko eingeschlagen.”
e René: ,Reiko hat es getan.”

Thomas: , Ich habe das Fenster nicht eingeschlagen.”
Reiko: ,,Ich auch nicht.”
Ihr Lehrer, der die Jungen gut kannte, sagte: ,,Drei von ihnen sprechen immer die Wahrheit.”

Wer hat das Fenster eingeschlagen?

Aufgaben zur Kombinatorik
1. Anna, Barbara, Cecilie, Doris und Erika machen auf dem Sportplatz ein Wettrennen. Es ste-
hen 5 Bahnen nebeneinander zur Verfiigung.
a) Wie viele Moglichkeiten gibt es, die 5 Mddchen auf die Laufbahnen zu verteilen?
b) Barbara und Erika sind Freundinnen und wollen unbedingt nebeneinander laufen. Wie
viele Moglichkeiten gibt es, wenn der Wunsch von den beiden beriicksichtigt wird?
2. Aus der Buchstabenmenge {p,r,0,d,u,k,t} sollen nur Worter (auch sinnlose) mit 4 Buch-
staben gebildet werden. Wie hoch ist die Anzahl der moglichen Wortbildungen, wenn
a) Kein Buchstabe wiederholt werden darf?
b) Wiederholungen erlaubt sind?
c) Ein Wort aus 2 Konsonanten und 2 Vokalen der gegebenen Buchstabenmenge bestehen
soll und Wiederholungen nicht erlaubt sind?

3. Aus den 30 Schiilerinnen und Schiilern einer Klasse sollen 5 ausgewihlt werden, die den
ndchsten Ausflug vorbereiten sollen. Wie viele Moglichkeiten fiir die Zusammensetzung der
Vorbereitungsgruppe gibt es?

Aufgaben zur elementaren Zahlentheorie

1. Bei der vierstelligen Geheimnummer der Scheckkarte von Herrn Miiller stimmen die erste
und die vierte Ziffer tiberein. Ebenfalls sind die beiden mittleren Ziffern gleich. Die Zahl,
die aus den beiden letzten Ziffern gebildet wird, ist um 2 grofler als die Quersumme der
Geheimzahl. Begriinde, dass es nur eine Geheimnummer mit diesen Eigenschaften geben
kann und bestimme sie.

2. Ein Spieler zdhlte eine Summe gewonnener Dukaten durch, die weniger als 400 betrdgt. Zahlt
er sie zu Zweien, Dreien, Fiinfen und Sieben, so bleibt allemal einer; zidhlt er sie aber zu
Zwolfen, so bleiben sieben tibrig. Wie viele Dukaten hat er gewonnen?

3. Ermittle alle Zahlen, mit folgenden Eigenschaften:
(a) Die Zahl ist dreistellig und enthalt drei verschiedene Ziffern, die alle Primzahlen sind,
(a) Die Zahl ist durch jede der von ihren Ziffern bezeichneten Zahlen teilbar.

4. Auf wie viele Nullen endet das Produkt 126! =1-2-3-...-125-1267

5. Was kannst Du tiber das Produkt von vier natiirlichen Zahlen herausfinden, wenn ihre Sum-
me ungerade ist. Probiere mehrere Beispiele und finde eine Vermutung.
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Zahlenratsel

1. Welcher Buchstabe steht fiir welche Ziffer? + MORE

11.5 Einige Arten geometrischer Probleme

Beweisproblem: stof3it die Suche nach einem Beweis an.
Beispiele: siehe Kapitel 6 der Vorlesung

Konstruktionsproblem: ein Objekt (Punkt, Strecke, Winkel, Figur, ... ) soll konstruiert werden.
Beispiele: siehe Kapitel 7 der Vorlesung

Berechnungsproblem: zielt auf die rechnerische Ermittlung einer unbekannten Grofie; erfordert
mehr als nur das Einsetzen gegebener Grofien in Formeln.
Beispiele: sieche Ubung, Raumdiagonalen im Quader, ...

Modellierungsproblem: Losung besteht in einem mathematischen Modell fiir ein aufsermathema-
tisches Problem.

Anzahlproblem: ,Wie viele ... gibt es?”

Optimierungsproblem: eine Grofle soll optimiert werden; Spezialfall: Extremwertprobleme, bei de-
nen es gilt, eine Grofie zu maximieren oder zu minimieren.

Beispiel fiir ein Anzahlproblem F E

e In der Zeichnung sind die Strecken AD und FE
parallel sowie die Strecken AB, BC, CD und FE
alle gleich lang.

Finde moglichst viele Paare geometrischer Fi-
guren, die den gleichen Flacheninhalt besitzen. 4 B C D

Z. B.: Das Dreieck ABDE und das Parallelogramm BCEF haben den gleichen Flacheninhalt.

Beispiele fiir Optimierungs- bzw. Extremwertprobleme

e Drei (vier, fiinf, ...) Tennisbélle sollen verpackt werden. Finde eine optimale Form fiir die
Verpackung.

(Es bleibt hier offen, welche Losung als optimal anzusehen ist — es kann sogar ein Teil des Problems
sein, hierfiir Kriterien zu entwickeln.)

e Gegeben sind eine Gerade f (wie Flussufer), ein Punkt O (wie Oma) und ein Punkt R (wie
Rotkédppchen); O und R liegen nicht am Fluss.

Rotkédppchen soll zum Fluss laufen, Wasser schopfen und es der Oma bringen. Wie muss
Rotkdppchen laufen, damit ihr Gesamtweg minimal ist?

o Auf den Seiten eines Rechtecks wird eine Strecke der Lan-
ge x jeweils ausgehend von den Eckpunkten entsprechend
dem Umlaufsinn abgetragen.

Die vier freien Endpunkte werden miteinander verbunden.

Fiir welche Lange x wird der Flacheninhalt des Parallelo-
gramms minimal?




11.6 Voraussetzungen und Fragen zum Problemldsen (nach Polya)

Die Schiiler sollen maximal aktiviert sein, also so viel wie moglich selbst tun.
Die Schiiler sollen maximal motiviert sein.

Beachtung der Phasenfolge beim Losen von Nichtroutine-Aufgaben.

Fragen zum Problemlésen (POLYA: Schule des Denkens, innerer Buchumschlag)

1. Verstehen der Aufgabe

Was ist unbekannt? Was ist gegeben? Wie lautet die Bedingung?

Ist es moglich, die Bedingung zu befriedigen? Ist die Bedingung ausreichend, um die Unbe-
kannte zu bestimmen? Oder ist sie unzureichend? Oder tiberbestimmt? Oder kontradikto-
risch?

Zeichne eine Figur! Fiihre eine passende Bezeichnung ein!

Trenne die verschiedenen Teile der Bedingung! Kannst Du sie hinschreiben?

2. Ausdenken eines Planes

Hast Du die Aufgabe schon frither gesehen? Oder hast Du dieselbe Aufgabe in einer wenig
verschiedenen Form gesehen?

Kennst Du eine verwandte Aufgabe? Kennst Du einen Lehrsatz, der forderlich sein konnte?

Betrachte die Unbekannte! Und versuche, Dich auf eine Dir bekannte Aufgabe zu besinnen, die
dieselbe oder eine dhnliche Unbekannte hat.

Hier ist eine Aufgabe, die der Deinen verwandt und schon gelost ist. Kannst du sie gebrauchen?
Kannst Du ihr Resultat verwenden? Kannst Du ihre Methode verwenden? Wiirdet Du irgend
ein Hilfselement einfithren, damit Du sie verwenden kannst?

Kannst du die Aufgabe anders ausdriicken? Kannst Du sie auf noch verschiedene Weise
ausdriicken? Geh auf die Definition zuriick!

Wenn Du die vorliegende Aufgabe nicht 16sen kannst, so versuche, zuerst eine verwandte
Aufgabe zu 16sen. Kannst Du Dir eine zuganglichere verwandte Aufgabe denken? Eine all-
gemeinere Aufgabe? Eine spezielle Aufgabe? Eine analoge Aufgabe? Kannst Du einen Teil
der Aufgabe 16sen? Behalte nur einen Teil der Bedingungen bei und lasse den anderen fort;
wie weit ist die Unbekannte dann bestimmt, wie kann ich sie verandern? Kannst Du etwas
Forderliches aus den Daten ableiten? Kannst Du Dir andere Daten denken, die geeignet sind,
die Unbekannte zu bestimmen? Kannst Du die Unbekannte dndern oder die Daten oder,
wenn notig, beide, so dafd die neue Unbekannte und die neuen Daten einander naher sind?

Hast Du alle Daten benutzt? Hast Du die ganze Bedingung benutzt? Hast Du alle wesentli-
chen Begriffe in Rechnung gezogen, die in der Aufgabe enthalten sind?

3. Ausfithren des Planes

Wenn Du Deinen Plan der Losung durchfiihrst, so kontrolliere jeden Schritt. Kannst du deutlich
sehen, dafd der Schritt richtig ist?

4. Ruckschau

Kannst du das Resultat kontrollieren? Kannst du den Beweis kontrollieren?

Kannst Du das Resultat auf verschiedene Weisen ableiten? Kannst Du es auf den ersten Blick
sehen?

Kannst Du das Resultat oder die Methode fiir irgend eine andere Aufgabe gebrauchen?

POLYA beschreibt die Anwendung dieser Fragen in seinem (sehr empfehlenswerten) Buch Schule des Denkens
ausfiihrlich anhand des Problems, die Lange der Raumdiagonalen in einem Quader zu bestimmen.

Die Phasen des Problemldsens sind kein starres Schema, jedoch geben sie Ansatzpunkte dafiir, aus wel-
chen Teilkompetenzen sich Problemlosekompetenzen zusammensetzen und wie man diese im Unterricht
vermitteln und férdern kann. 9



11.7 Kognitive Strukturen als Voraussetzung fiir das Problemlésen

Kognitive Strukturen sind eine Voraussetzung fiir das Problemlosen. Sie bestehen aus zwei Teilen,
der epistemischen und der heuristischen Struktur.

Epistemische Struktur (episteme=Wissen)

Eine Epistemische Struktur kann man sich vorstellen als ein unregelmafliges dreidimensionales
Netz, dessen Knotenpunkte Begriffe und dessen Verbindungen Relationen zwischen diesen sind
(z. B. Teil-Ganzes-Relation (umgangssprachlich: ,besteht aus”, , hat”).

Heuristische Struktur (Heurismen = , Findeverfahren”)

Die Heuristische Struktur besteht aus der Gesamtheit aller Heurismen. Ein Heurismus ist eine
Struktur, die innerhalb eines Problemloseprozesses die einzelnen Operatoren organisiert und kon-
trolliert. Ist die epistemische Struktur (wie oben beschrieben) ein Netz, kann man sich einen Heu-
rismus vorstellen, als einen Kraken, der die einzelnen Knoten neu ordnet (z. B. konnen Verbindun-
gen getrennt und andere gebildet werden).

Beispiel: Automechaniker

Die epistemische Struktur eines Automechanikers umfasst sein gesammeltes Wissen tiber Autore-
paraturen. Die epistemische Struktur ermoglicht es ihm, ,reproduktiv” Aufgaben zu losen, d. h.
er kennt schon die Arbeitsschritte zur Erledigung der Aufgabe und muss sie nur noch ausfiihren.
Oft reicht dem Automechaniker die epistemische Struktur, um seine Arbeit zu erledigen.

Steht der Automechaniker aber vor einem Problem, d. h. er kennt die notigen Arbeitsschritte (den
Handlungsplan) nicht, so benétigt er die heuristische Struktur.

Die heuristische Struktur ist also gewissermafien ein System von Metaoperationen, um einen Hand-
lungsplan, der wiederum aus Operationen besteht, zu konstruieren.

11.8 Allgemeine Heuristische Strategien

heuriskein (griech.): finden, entdecken

Heuristik:

e Lehre oder Wissenschaft von den Verfahren, Probleme zu 16sen (Duden);
e Lehre von den Methoden und Regeln der Entdeckung und Erfindung. (Polya);
e Lehre von den Verfahren, wahre Aussagen zu finden (Schulbuch Fokus 8).

Teilweise werden heuristische Strategien in der Literatur auch als , heuristische Prinzipien” oder einfach nur als ,,Heu-
rismen” bezeichnet. Es findet sich eine Reihe von ,Katalogen” heuristischer Strategien. Im Folgenden wird zunachst
ein Uberblick iiber eine Vielzahl heuristischer Strategien gegeben und danach erfolgt eine nihere Betrachtung einiger
Klassen von Heurismen anhand von Beispielen. Beispiele aus der Geometrie werden dabei weitgehend ausgeklammert,
da diese — sowie bereichsspezifische Strategien zum Losen geometrischer Probleme — in der Vorlesung ,Didaktik der
Elementargeometrie” behandelt werden.

Uberblick iiber heuristische Strategien|

1. Riickwartsarbeiten 11. Systematische und vollstandi-
2. Finde ein Muster ge Fallunterscheidung

3. Nimm einen anderen Standpunkt ein 12. Nutze einen Computer

4. Lose ein einfacheres analoges Problem 13. Versuche eine Folgerung

5. Betrachte Extremfille 14. Organisiere die Daten

6. Versuche eine Visualisierung 15. Suche eine Ndherungslosung
7. Intelligentes Vermuten und Uberpriifen 16. Bestimme charakteristische Ei-
8. Finde notwendige und hinreichende Bedingungen genschaften der Objekte

9. Versuche eine Folge aufzustellen 17. Spezialisiere

18. Verallgemeinere

—_
i

Spezialisiere ohne Verlust an Allgemeinheit

5nach POSAMENTIER, A.; SCHULZ, W. (Hrsg.): The Art of Problem Solving. Thousand Oaks (California): Corwin Press,
1996, S. VIII.
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11.8.1 Heurismen der Variation der Darstellung@

Systemwechsel zwischen Umgangssprache und formaler Sprache mit ikonischen Elementen

Sowohl zwischen Reprasentationsformen (enaktiv, ikonisch, symbolisch) als auch zwischen sprach-
lichen Formulierungen konnen beim Losen von Problemen Wechsel hilfreich sein.

Beispiel: Konigsberger-Briicken-Problem (Euler, 1736)

Unten ist ein Stadtplan von Konigsberg zu Beginn des 18. Jahrhunderts abgebildet. Die beiden
Arme des Flusses Pregel, tiber den insgesamt sieben Brﬁckerﬂ fithren, umflieSen eine Insel (den
,Kneiphof”). Ist es moglich, einen Rundgang durch das damalige Konigsberg zu machen und
dabei jede Briicke genau einmal zu benutzen?

Die Reduzierung des Stadtplans auf
das fiir die gestellte Frage Wesentliche
enthélt in der Sprache der Graphen-
theorie nur noch Ecken (die Stadtgebie-
te Stiden (S), Insel (I), Norden (N) und
Osten (O) von Konigsberg) und Kan-
ten (jede der sieben Briicken zwischen
je zwei Stadtgebieten wird als Kante
eingezeichnet, welche die betreffenden
Ecken verbindet) eines Graphen.

In der Sprache der Graphentheorie besteht das Problem darin, zu entscheiden, ob der zusam-
menhédngende Graph in der Abbildung unikursal ist. Fiir denjenigen, der iiber entsprechendes
deklaratives Wissen aus dem Bereich der Graphentheorie verfiigt, ist das Problem allein durch die
Ubersetzung in einen anderen Gegenstandsbereich jetzt geldst: Der Graph ist nicht unikursal, weil
die Anzahl seiner Ecken ungerader Ordnung weder 0 noch 2 ist. Also gibt es keinen Rundgang der
gesuchten Art durch Kt’)nigsbergﬂ

Ohne hinreichendes Wissen tiber die Existenz von Euler-Wegen durch zusammenhéngende Gra-
phen ist das Problem noch nicht gelost, aber die erste Phase des POLYAschen Problemldseprozesses
(Vertrautwerden mit der Aufgabe und Erarbeiten eines besseren Verstandnisses) ist abgeschlossen.

Beispiel: Who-is-who der Haustiere

Eine Familie lebt mit ihren Haustieren Strolch, Tiger, Carlo und Maxi unter einem Dach, in friedlicher
Gemeinschaft von Mensch, Hund, Katze, Hamster und Papagei. Maxi ist kleiner als Tiger, der seinerseits
grofier ist als der Hund. Carlo ist ilter als der Hamster, der sich mit dem Papagei besser versteht als mit
Maxi. Erstaunlicherweise haben der Hamster und der Papagei keine Angst vor Tiger. Man finde die Namen
der einzelnen Tiere heraus.

Gesucht ist hier die Abbildung f von der Menge A = {Hund, Katze, Hamster, Papagei} der Haustie-
re in die Menge B = {Strolch, Tiger, Carlo, Maxi} ihrer Namen. Diese Abbildung ist eine Teilmenge
von A xB.

Reprasentiert man die Elemente von A x B durch die Fel-

der einer Tabelle, in der die Elemente von A als Zeilenko-

ordinaten und die Elemente von B als Spaltenkoordinaten Strolch | Tiger | Maxi | Carlo
fungieren, dann kann man die im Aufgabentext enthalte- gatz; ~
nen Informationen tibersichtlich dadurch darstellen, dass P::agei — —
man in ein textlich erfasstes Feld der Tabelle ein ,— ein- Hamster - - -
tragt, wenn das zugehorige Element von A x B nicht zu f

gehort, und ansonsten ein ,,+“ notiert.

%Die Klassifikation der Heurismen wurde enthommen aus: SCHWARZ, H.: Heuristische Strategien des Problemlosens.
Eine fachmethodische Systematik fiir die Mathematik. Miinster: WTM, 2006.

"Im Gegenuhrzeigersinn sind dies von links unten die Griine Driicke, die Kottel-Briicke, die Hohe Briicke, die Honig-
Briicke, die Holz-Briicke, die Schmiede-Briicke und die Krdmer-Briicke.
8vgl. SCHEID, H.: Elemente der Geometrie. Heidelberg: Spektrum, 2007 (4. Aufl.), S. 228.
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Heurismen der Variation der Darstellung konnen auch die Zuriickfithrung algebraischer auf geo-
metrische Probleme (oder umgekehrt) sowie in vielen Féllen die Formulierung mathematischer
Probleme in der Sprache der linearen Algebra sein. Es sind also in dieser Kategorie noch folgende
Strategien hervorzuheben:

e Systemwechsel zwischen Geometrie und Algebra,

e Systemwechsel zwischen diversen mathematischen Disziplinen und Linearer Algebra.

11.8.2 Heurismen der Variation der Problemstellung

Umformulierung und Analogiebildung

Variationen der Problemstellung und die Betrachtung analoger Probleme haben eine herausragen-
de Bedeutung beim Problemltsen. Viele der , POLYA-Fragen” (vgl. Abschnitt [11.6) zielen darauf
ab:

e Hast Du die Aufgabe schon friiher gesehen? Oder hast Du dieselbe Aufgabe in einer wenig
verschiedenen Form gesehen?

e Kennst Du eine verwandte Aufgabe?

e Kannst du die Aufgabe anders ausdriicken? Kannst Du sie auf noch verschiedene Weise
ausdriicken?

Als Beispiel fiir die Bedeutung des Heranziehens analoger Probleme sei ein in der Vorlesung schon
erwihntes Beispiel genannt:

o Aufziige: Ein Aufzug fahrt vom Erdgeschoss aus die Etagen 1-20 an. In ihm befinden sich 20
voneinander unabhingige Personen, die den Aufzug mit jeweils gleicher Wahrscheinlichkeit
auf einer der Etagen verlassen. (Neue Personen steigen wahrend der Fahrt nicht zu.) Wie
grof3 ist der Erwartungswert fiir die Anzahl der Etagen, auf denen der Aufzug halt?

e Entenjagd: Zehn Jager, lauter perfekte Schiitzen (d. h. jedes anvisierte Ziel wird auch getrof-
fen), lauern vor einem Fels auf Enten. Bald landen auf dem Fels 10 Enten. Die Jager konnen
nur einmal schiefen und sie konnen nicht ausmachen, wer auf welche Ente schiefst. Daher
schieflen sie gleichzeitig, aber jeder wahlt sein Opfer zuféllig aus. Wie viele Enten tiberleben
im Durchschnitt, wenn dieses Experiment oft wiederholt wird?

Weitere Heurismen der Variation der Problemstellung sind u. a.:

Variation der Wahrnehmung durch Reorganisation

Invarianzprinzip

Symmetrieprinzip

Generalisierung

Spezialisierung

Extremalprinzip (Betrachtung extremer Fille).

Beispiel (zum Invarianzprinzip): Wir betrachten ein gewdhnliches Schachbrett. Eine Anderung nennen
wir giiltig, falls alle Felder einer Zeile (oder auch Spalte) ihre Farbe wechseln. Kann man in einer beliebigen
Folge von giiltigen Anderungen erreichen, dass ein einziges schwarzes Feld iibrig bleibt?

Losung: Wir betrachten, wie sich eine Zeile oder Spalte bei einer giiltigen Anderung verhilt. (Ohne
Beschriankung der Allgemeinheit sei es eine Zeile.) In einer Zeile gibt es genau s schwarze Felder
und dementsprechend 8—s weifle Felder. Falls eine giiltige Anderung durchgefiihrt wird, &ndert
sich die Summe S aller schwarzen Felder um +8—s—s = +8—2s, also um eine gerade Anzahl.
Am Anfang ist S = 32. Durch eine beliebige Folge von Schritten wird sich also nie der Zustand
s =1 ergeben. Man betrachtet also, welcher Wert bei einer Anderung gleich, d. h. invariant bleibt.
In unserem Beispiel wire dies die Summe S(mod2). Da die Schlusssituation einen anderen Wert
aufweist, kann sie nicht erreicht werden.

Weiteres Beispiel zum Invarianzprinzip: ,, Rutschende Leiter”
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Beispiel fiir Generalisieren: Seil um die Erdkugel

Ein Seil wird um einen Apfel (d ~ 6 cm) gelegt,
um einen Meter verldngert und so gestrafft, dass
es wiederum einen Kreis bildet, der an jeder Stel-
le denselben Abstand zum Apfel besitzt.

Kann dann eine Maus unter dem Seil durch-

schliipfen?

In gleicher Weise wird ein Seil entlang des Aquators um die Erdkugel (d ~ 12.700 km) gelegt, um
einen Meter verliangert und so gestrafft, dass es wiederum einen Kreis bildet, der an jeder Stelle
denselben Abstand zum Aquator besitzt. Kann dann eine Maus unter dem Seil durchschliipfen?

e Das Problem lédsst sich durch Nachrechnen mit den gegebenen Zahlen 16sen.

e Es kann aber auch im Zuge einer Generalisierung unabhangig von den gegebenen Zahlen in
allgemeiner Weise betrachtet werden:

Bei einem Kreis mit Radius r und Umfang u wird der Umfang um Au vergrofiert. Wie grof3

' ?
ist Ar: ut+Au  u _ (utAu)—u _ Au

27 2w 27 T 2n
Eine Verldngerung des Seils um Au bewirkt also stets denselben Abstand Ar, unabhéngig
davon, wie grofs r ist.

Ar=(r+Ar)—r=

Die Generalisierung schafft Einsichten, die weit iiber die eigentliche Problemldsung hinaus reichen:

Wenn zwei Grofien (hier: u und r) proportional sind, dann gilt dies auch fiir die entsprechenden
Differenzen (hier: Au und Ar).

11.8.3 Heurismen der Induktion

Schliisse vom Speziellen (bzw. von einer Reihe von Einzelféllen) zum Allgemeinen zdhlen zu den
wichtigsten Methoden der Erkenntnisgewinnung. Dabei wird es nicht immer gelingen, die so ge-
wonnenen Erkenntnisse auch zu sichern, es wird daher von Heurismen der unvollendeten Induk-
tiorﬂ gesprochen (im Gegensatz zur vollendeten Induktion bzw. vollstindigen Induktion).

,,Die Mathematik wird als demonstrative Wissenschaft angesehen. Doch ist das nur einer ihrer Aspek-
te. Die fertige Mathematik, in fertiger Form dargestellt, erscheint als rein demonstrativ. Sie besteht nur
aus Beweisen. Aber die im Entstehen begriffene Mathematik gleicht jeder anderen Art menschlichen
Wissens, das im Entstehen ist. Man muf$ einen mathematischen Satz erraten, ehe man ihn beweist;
man muf$ die Idee eines Beweises erraten, ehe man die Details ausfiihrt. Man muf$ Beobachtungen
kombinieren und Analogien verfolgen; man mufS immer und immer wieder probieren. Das Resultat
der schopferischen Tiitigkeit des Mathematikers ist demonstratives Schlieflen, ist ein Beweis; aber ent-
deckt wird der Beweis durch plausibles Schlieflen, durch Erraten. Wenn das Erlernen der Mathematik
einigermafSen ihre Erfindung widerspiegeln soll, so mufS es einen Platz fiir Erraten, fiir plausibles
Schlieflen haben.” PoOLya, 1962@]

Beim induktiven Schlieflen wird von Einzelfillen auf das Allgemeine, auf GesetzmaéfSigkeiten, ge-
schlossen. Vor allem (systematisches) Probieren und die Suche nach Mustern und Gesetzmafigkei-
ten bzw. das Aufstellen von Folgen gehoren zu den Vorgehensweisen, die bei der Losung sehr vie-
ler Probleme eine Rolle spielen. Diese Strategien sind oft auch eng verwandt mit Variationen der
Problemstellung (Generalisierung, Spezialisierung). Man denke in diesem Zusammenhang zum
Beispiel an die Aufgabe: Man bestimme die Summe der Zahlen Eins bis eine Million.

Mitunter konnen nahe liegende unvollendete induktive Schliisse allerdings natiirlich auch zu Fehl-
vermutungen fiihren.

9inductio (lat.): das Hineinfiihren
OPoLYA, G.: Mathematik und plausibles Schlieffen. Bd. 1. Basel: Birkhduser, 1962, S. 10.
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11.8.4 Heurismen der Reduktion

Einige der Heurismen der Reduktion beziehen sich auf das Losen recht spezieller Probleme — so
ist der Heurismus , La Descente Infinie — der unendliche Abstieg” sehr gut fiir Inkommensurabi-
lititsbeweise geeignet (siehe z. B. SCHWARZ, H.: Heuristische Strategien des Problemldsens, S. 200ff.).

Eine zentrale Strategie ist die der Modularisierung: Probleme werden in Teilprobleme zerlegt bzw.
bereits vorhandene ,Module” werden genutzt, um komplexere Probleme zu l6sen. Diese Strategie
kommt z. B. in der Informatik, aber auch bei geometrischen Konstruktionen zur Anwendung.

Riickwartsarbeiten

,Wir wollen ausgehen von dem, was gefordert wird, und das, was gesucht ist, als bereits gefunden
annehmen”(POLYA). Nachdem das zu erlangende Endergebnis ins Auge gefasst wurde, muss nun
versucht werden, abzuleiten, von welchem Vorangehenden das gewiinschte Ergebnis abgeleitet
werden konnte. Daran schliefit sich eine schrittweise Untersuchung an, was das Vorangehende
von jenem Vorangehenden sein konnte, bis man letztendlich den bekannten Anfangszustand des
Problems erreicht. Auf diese Art und Weise wurde die richtige Folge von Operationen, jedoch in
,rickwarts schreitender” Reihenfolge entdeckt.

Beispiel 1:
Ein Mann geht Apfel pfliicken. Um in die Stadt zu kommen, muss er 7 Tore passieren. An jedem Tor steht

ein Wiichter und verlangt die Hiilfte seiner Apfel und noch einen Apfel mehr. Am Schluss bleibt dem Mann
nur noch ein Apfel. Wie viele Apfel hatte er am Anfang?

Probleme bei denen sich die Anwendung der Strategie des Riickwirtsarbeitens als giinstig erwei-
sen kann, sind folgendermafien charakterisiert:

e Der zu erreichende Zielzustand (das Endergebnis) ist eindeutig definiert.

e Es gibt eine Vielzahl an moglichen Anfangszustanden und es ist nicht eindeutig definiert,
welcher der richtige ist.

Vorwirts- und Riickwirtsarbeiten an einem Beispiel

b b

In der abgebildeten Figur sind fol- Py
gende Grofen bekannt: y :
a=9cm, b=6cm, c=5cm, Az c Az c
A1=13,5cm?. 4 X 4

. . . 1 1
Gesucht ist der Flicheninhalt A,.

a a

e Welche Grofien in der Figur konnten fiir die Losung noch von Bedeutung sein?

— Einzeichnen weiterer Groflen in die Figur (siehe die Abb. rechts).

Losung durch Vorwirtsarbeiten Losung durch Riickwidrtsarbeiten
e Beginnen mit den gegebenen Grofien a, b e Der gesuchte Flacheninhalt A, bildet
und ¢; den Ausgangspunkt;
e Fliacheninhalt A des Trapezes (Gesamtfi- e der Losungsweg wird , riickwérts” hin
gur) berechnen; zu den gegebenen Grofien entwickelt.
e xaus Aj und a berechnen —y — Az — Aj
Az = A- Al = A3
244
A=1fa+b)c g=—1
a =1
S BE - zby
¥=Cc-R ¢
d ol
Az = 1by 2
Z = = 1
J/ A=1fa+b)-c ==
=A-A -A,
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Anspruchsvolles Beispiel fiir Riickwartsarbeiten: Dreibogeneck
C

e Drei Kreisbogen bilden ein Dreibogeneck ABC, wenn sie
auf Kreisen liegen, die sich in den Punkten A, B bzw. C be-
rithren.

Dabei sind nur Kreisbogen zugelassen, die in der Zeichene-
bene liegen und deren Mittelpunktswinkel kleiner als 180°
sind.

Gegeben sind die Eckpunkte A, B und C eines Dreiecks, das

nicht rechtwinklig ist. Konstruiere das zugehorige Dreibo- B
geneck ABC.

(Landeswettbewerb Mathematik Baden-Wiirttemberg, 2006)

AN

Mithilfe einer dynamischen Geometriesoftware
und unter Herausarbeitung einer Bedingung fiir
eine gemeinsame Tangente an zwei Kreise (sie-
he die Abb. rechts) kann eine Losung konstru-
iert werden, bei der aber noch ein Punkt ,an die
richtige Stelle gezogen” werden muss

— immerhin eine ,halbe” Losung.

Die so schon erhaltene Losung erleichtert den
Schritt zu einer exakten Konstruktion.

Die Kenntnis von &1 / & wiirde zu einer eindeu-
tigen Konstruktion fiihren.

Gleichsch. Dreiecke ACM(kac) , ABM(kag)

= a1 ="71,0 =P

a+p+v = 180°
a4+ o+ 0, = 180°
= B+v = wi+ay (1)

Auflerdem:

a1+ = ax+ B (ABCM(kpc) ist gleichschenklig)
Y- ,B = Ny — K1 (2)
2y = 2ap (wegen (1) und (2))
o S — k)
M(k,o) | 4

Alternative Losung (nach der Konstruktion der drei Mittelsenkrechten und dem Zeichnen , einiger-
mafsen passender” Kreise):
— Zeichne den Umkreis des Dreiecks AABC.

— Welchen Zusammenhang erkennst du zwischen dem Umkreis und deinen ungefdhr , pas-
senden” Kreisen des Dreibogenecks?

— Versuche nun, das Dreibogeneck exakt zu konstruieren.

— Begriinde, dass deine Konstruktion die Bedingungen der Aufgabe erfiillt.
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11.9 Inhaltsspezifische heuristische Strategien

e Einzeichnen geeigneter Hilfslinien,

e Suchen gleich langer Strecken (gleichschenklige oder -seitige Dreiecke, Seiten eines Parallelo-
gramms, Kreisradien, ...),

e Suchen gleich grofier oder einander ergiinzender Winkel,
o Suchen rechtwinkliger Dreiecke bzw. Teildreiecke — Pythagoras,
e Suchen nach Symmetrien oder auch Erginzung zu symmetri- schen Figuren,

e Suchen kongruenter Dreiecke, um gleich lange Strecken bzw. gleich grofse Winkel zu bestim-
men,

e Suchen dghnlicher Dreiecke — Streckenverhiltnisse bestimmen,
e Suchen paralleler Geraden — Winkelbeziehungen; Strahlensiitze,

e Suchen inhaltsgleicher Drei- oder Vierecke, um aus den Formeln fiir die Flacheninhalte unbe-
kannte Grofden zu errechnen,

e Suchen ergiinzungsgleicher oder zerlegungsgleicher Fliichen.

Bewusstmachen inhaltsspezifischer Strategien

Fiir Berechnungen an Korpern kann héufig der Satz des Pythagoras eingesetzt werden, wenn
man geeignete rechtwinklige Dreiecke heranzieht. Diese inhaltsspezifische heuristische Strategie
lasst durch eine entsprechende Zusammenstellung explizit und damit auch bewusst machen (nach
BRUDER 2000, S. 15).

Cle.
W . k /é-b k

11.10 Vermittlung heuristischer Vorgehensweisen

e Lehren durch Problemldsen: Heuristiken bleiben implizit.
e Lehren iiber Problemlosen: Reflexion tiber Heuristiken.
— Schiilern jeweils das Vorgehen bewusst machen, es handelt sich nicht nur um ,, Tricks” — nach
der Losung das Vorgehen auf einer Metaebene rekapitulieren.

Der auf der folgenden Seite wiedergegebene Auszug aus dem Schulbuch Fokus 8 verdeutlicht
einen Versuch, Schiiler an den bewussten Gebrauch heuristischer Strategien heranzufiihren.

Entwicklung von Problemldsekompetenzen:

Ausgewdhlte Vorgehensweise vormachen (Gewohnungseffekt).

Zielgerichtete Einfithrung der Vorgehensweise anhand eines markanten Beispiels.

Eintiben anhand weniger auffélliger Beispiele (Sicherheit).

Freigestellte Anwendung an gemischten Aufgaben.

LEUDERS: Sammlung von Strategiekartchen in einem Strategiebaukasten.

POLYA: Fragenkatalog (inhaltsunabhéngig) entsprechend der Problemldsephasen, als Anre-
gung fiir den Lehrer, dem Schiiler Impulse zu geben (siehe Abschnitt|11.6).
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Mathematik und Methode (Heuristik)

Es wird dir schon h3ufiger bewusst geworden sein, dass es
zweierlei Dinge sind, einen aufgeschriebene Argumentation
und Begriindung (einen Beweis) nachzuvollziehen oder einen
Beweis selbststandig zu finden und zu formulieren. Um einen
mathematischen Beweis formulieren zu kdnnen, muss du erst
einmal eine Beweisidee haben. Deshalb ist das Beweisen in
der Regel eine schwierigere Tatigkeit als das Rechnen nach
einem bestimmten Verfahren bzw. einem Algorithmus.

Die wichtigere Frage, die du dir sicher schon haufiger gestellt
hast, lautet daher: Wie findet man eigentlich einen Beweis
bzw. wie kommt man auf die Beweisidee?

Die gute Nachricht lautet:

Auch fiir das Finden von Beweisideen bzw. fiir das Losen
von Problemen gibt es Regeln, so genannte heuristische
Regeln.

Wenn man diese Regeln kennt und sie konsequent befolgt,
kann man oft dem Ziel ein ganzes Stiick naher kommen.

Die , Kieselstein"-Geschichte zeigt, dass auch in einer schein-
bar aussichtslosen Problemsituation durch eine einfache Idee
die Losung geliefert wird.

Heuristische Regeln:

(1) Analysiere das Problem genau!

Worum geht es? Was ist unbekannt? Was ist gege-
ben? Welche Beziehung besteht zwischen den unbe-
kannten GréRen und den gegebenen?

(2) Versuche, das Problem zu veranschaulichen!
Gibt es eine grafische bzw. bildliche Darstellung fiir
das Problem? Kannst du Beispiele bilden?

3)

Suche nach Analogien zu anderen Problemen!
Ist dir ein dhnliches Problem bekannt?

Kannst du dessen Lésung auf das neue Problem {iber-
tragen?

4)

Suche nach Teillésungen!
Kannst du das Problem schrittweise verfeinern?
(%)

Begriinde jeden deiner Schliisse genau!

Gib nicht gleich auf; lass deine Gedanken auch mal
schweifen!

(6) Versuche einen ganz anderen Ansatz!
Gibt es Aspekte, die noch nicht beriicksichtigt sind?

Gibt es andere "Blickwinkel?

Kieselstein-Geschichte

Ein Kaufmann hat bei einem Geldverleiher hohe
Schulden. Inzwischen ist die Schuldenlast so grof ge-
worden, dass der Geldverleiher den Schuldner dafiir
ins Gefangnis bringen kdnnte. Da ihm die Tochter
des Kaufmannes aber so sehr gefillt, dass er sie zur
Frau nehmen mochte, will er die Schulden erlassen,
wenn die Tochter in die Heirat einwilligt. Doch die
Tochter mag ihn nicht und lehnt ab. Darauf bietet
der Geldverleiher an, das Schicksal entscheiden zu
lassen.

Da sie sich gerade alle auf dem Kiesweg vor der Kir-
che befinden, schlagt er vor, in jede Hand einen Kie-
selstein zu nehmen, jeweils einen weilen und einen
schwarzen. Wenn die Tochter den weilen Stein zieht,
sind sie und ihr Vater frei, zieht sie dagegen den
schwarzen, muss sie den Geldverleiher heiraten.

Der Geldverleiher biickt sich und nimmt in jede Hand
einen Kieselstein. Die Tochter beobachtet, dass er
sich nicht fair verhalt und zwei schwarze Kieselsteine
nimmt.

Wie soll sich die Tochter verhalten? Uberlege die
Konsequenzen der folgenden Maoglichkeiten.
e Sie zieht einen der Kieselsteine aus der Hand
des Geldverleihers.

e Sie weigert sich, einen Stein zu ziehen.

e Sie spricht aus, was sie beobachtet hat und
stellt dadurch den Geldverleiher als Betriiger
bloR.

Keine der bisher bedachten Verhaltensweisen stellt
eine echte Losung fiir die Kaufmannstochter dar.

Doch plétzlich hat sie eine Idee: Sie zieht einen der
beiden Steine aus der Hand des Geldverleihers und
lasst ihn ,aus Versehen" auf den Kiesweg fallen, wo
er sich unwiederbringlich unter den anderen Steinen
verliert.

e Welche Folgen hat dieses Vorgehen?

e Worin unterscheidet sich dieses Vorgehen von
den oben genannten Moglichkeiten?

e Welche der unten notierten heuristischen Re-
geln hat die Kaufmannstochter angewandt?

Du kennst wahrscheinlich bereits aus dem 5. Schuljahr die Geschichte vom jungen Carl Friedrich GauB, der seinen
Lehrer verbliiffte, weil er die Zahlen von 1 bis 100 schnell im Kopf addiert hatte.
Zeige, wie aus seinem Ansatz heraus begriindet werden kann, dass die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen gleich

n-(n+1)

~— ist. Welche heuristische Regel kommt hier zur Anwendung?

Begriinde dass die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen gleich
dung der nebenstehenden Figur. Welche heuristische Regel kommt hier zur Anwendung? :

Natiirlich gibt es auch mit den heuristischen Regeln keine Garantie fiir das Erreichen der

1
. . 2
% ist unter Verwen- 3 \_‘—L/
—I_L |

6 =

Problemlésung. So ist bis heute die sog. Goldbachsche Vermutung immer noch unbewiesen:

Jede gerade positive Zahl ab der 6 |3sst sich in die Summe von zwei Primzahlen zerlegen.

— Beispiele: 12 =5+ 7,32 =13 4 19

— Weise die Richtigkeit der Vermutung fiir weitere 10 Zahlen nach.

Auszug aus dem Schulbuch Schulbuch Fokus 8 (Gymnasium, Ausgabe fiir Nordrhein-Westfalen, Cornelsen 2008)
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11.11 Weitere Ansatzpunkte zur Forderung der Kreativitit im MU

11.11.1 Unterrichtsbedingungen zur Entwicklung der Denkfihigkeit

v ® N o G

10.

nach WITTMANN, E. CH.: Grundfragen des Mathematikunterrichts. Braunschweig: Vieweg, 1981, S. 101f.

. Erwerb des Wissens durch entdeckendes Lernen

. Die Schiiler zum divergenten Denken ermutigen

e Entspannte Atmosphére

Selbstvertrauen und Mut zum Risiko aufbauen

Interesse an nicht-konformen Ideen zeigen

Konstruktiver Umgang mit Schiilerfehlern

. Automatisierte Gedankenabldufe storen, scheinbare Paradoxien vorlegen

Beispiel: Ein Wiirfel hat 6 Seiten, an jeder Seitenfldche 4 Kanten,
also 6 mal 4 Kanten = 24 Kanten

. Offene und herausfordernde Probleme stellen

Problem ist nicht explizit formuliert.
Gewisse Informationen miissen erst noch besorgt werden.
Es gibt mehrere Losungswege.

Das Problem kann nicht sofort in einem Zug gelost werden, miisste aber zu packen sein.

Die Schiiler selbst Probleme stellen oder weiterfiihren lassen
Entwickeln einer Arbeitssprache

Intuitives Argumentieren und Vermuten anregen
Heuristische Strategien lehren

Ein konstruktives Verhiltnis zu Fehlern aufbauen

Diskussion, Reflexion und Argumentation anregen

11.11.2 Vorschlage fiir das Trainieren von Kreativitat

nach WINTER, H.: Entdeckendes Lernen im Mathematikunterricht, Braunschweig: Vieweg, 1991, S. 175.

. Probleme nicht ,geben”, sondern aus Kontexten heraus entwickeln, die herausfordernd er-

scheinen, zum Fragen anreizen

. Moglichkeiten zum freien Experimentieren, insbesondere auch sinnlicher Natur, an die Hand

geben und zum Vermuten ermuntern

. Lern-/Entdeckungshilfen geniigend weit halten, weniger Ergebnisfindungshilfen als mehr

Hilfen zum Selbstfinden des Ergebnisses anbieten.

Siehe hierzu auch die Fragen, die POLYA empfiehlt (,Ausdenken eines Plans”).

. fiir warmes Lernklima sorgen, insbesondere Zurtickhaltung in der Bewertung (falsch / rich-

tig) von Schiilerbeitragen, Abbau von Scheu vor ungewdohnlichen Vorschldagen

. heuristische Strategien bewusst machen und allgemein {iber Denken, Ausdriicken, Darstel-

len, Sichmerken, Erinnern, Vergessen, Fehlermachen, Uben, usw. sprechen

. inhaltliche oder ,formale” Bedeutsamkeit des Themas deutlich werden lassen
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