Kegelschnitte
1 Kegel

In der Mathematik ist es tiblich, einen Kreiskegel K als unendliches Gebilde aufzufassen, namlich
als die Menge aller Punkte derjenigen Geraden, die einen Punkt S des Raumes mit den Punkten
eines Kreises k verbinden, siehe Abb. (1| Diese Geraden heifsen Mantellinien, der Punkt S Spitze und
der Kreis k Grundkreis des Kreiskegels K. Die Gerade durch die Spitze S und den Mittelpunkt M
des Grundkreises wird als Achse des Kreiskegels K bezeichnet. Steht die Achse eines Kreiskegels K
senkrecht auf der Grundkreisebene ¢, so ist K ein gerader Kreiskegel. Ist « der Winkel zwischen der
Kegelachse und den Mantellinien, so heifit 2a Offnungswinkel von K. Kreiskegel bestehen nach dieser
Begriffsauffassung aus zwei Kegelasten, es handelt sich also um ,,Doppelkegel”.

Der Grundkreis eines Kreiskegels ist nicht eindeutig bestimmt. So konnte jeder der in Abb. 2| darge-
stellten Kreise als Grundkreis ein und desselben Kegels verwendet werden. Hingegen sind jedem ge-
raden Kreiskegel eindeutig eine Achse, eine Spitze und ein Offnungswinkel zugeordnet, und durch
diese wird umgekehrt ein gerader Kreiskegel eindeutig bestimmt.

Es seien a eine Gerade und S ein Punkt von a. Der gerade Kreiskegel mit der Spitze S, der Achse a und
dem Offnungswinkel 2a ist die Menge aller Punkte derjenigen Geraden, die durch S verlaufen und
mit a den Winkel a einschliefSen.

Um eine Gleichung fiir gerade Kreiskegel herzuleiten, betrachten wir einen geraden Kreiskegel, des-
sen Spitze im Koordinatenursprung liegt und dessen Achse die z-Achse ist (siehe Abb. [2). Dieser
Kegel besteht aus den Punkten P von Kreisen, die in zur x-y-Ebene parallelen Ebenen liegen und de-
ren Mittelpunkte jeweils der z-Achse angehoren. Jeder dieser Kreise ist durch die z-Koordinate seines
Mittelpunktes (welche mit der z-Koordinate jedes Punktes des Kreises ibereinstimmt) eindeutig be-
stimmt. Der Radius eines solchen Kreises hdngt mit seiner z-Koordinate zusammen: Da der Winkel
bei P in dem in Abb. 2| dargestellten rechtwinkligen Dreieck gleich dem halben Offnungswinkel a

des Kreiskegels ist, gilt r

tana =
2|

7

und somit
r=|z|tana .
Da jeder Punkt des Kegels auf einem der beschriebenen Kreise liegt, gilt also fiir die Koordinaten

eines beliebigen Punktes P(x; y; z) des Kreiskegels:

242 =2 = 22 (tana)’.

Da fiir « beliebige spitze Winkel in Frage kommen, kann tan « beliebige positive Werte annehmen.

Jeder gerade Kreiskegel, dessen Spitze im Koordinatenursprung liegt und dessen Achse die z-Achse
ist, wird durch eine Gleichung der Form

x2+y? = A%Z? 1
beschrieben. Dabei ist arctan A der halbe Offnungswinkel des Kreiskegels.
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Schnittfiguren einer Ebene und eines Kreiskegels

Fiir einige einfache Fille konnen wir nun Gleichungen der Schnittkurven einer Ebene und eines
Kreiskegels ermitteln.Wir betrachten dazu den Kegel mit der Gleichung K : x?>+ y?> = z? (also mit
A=1,d.h. «=45°) und die durch folgende Gleichungen beschriebenen Ebenen (siehe Abb. [3):

g:z=15 gy =-—1 e3:z=y+1
Durch Einsetzen dieser Gleichungen in die Gleichung von K ergibt sich:

22-xt=1 x2=2y+1bzw. y=3x>—1

Abbildung 3: Schnittkurven eines Kreiskegels mit ausgewéhlten Ebenen

Diese Gleichungen beschreiben die Projektionen der Schnittkurven von K mit €1, &, und €3 in die x-y-
bzw. in die x-z-Ebene. Bei den Schnittkurven handelt es sich um einen Kreis, eine Hyperbel und eine
Parabel. Weiterhin kdnnen als Schnittkurven eines Kreiskegels und einer Ebene, die nicht durch die
Kegelspitze verlduft, auch Ellipsen (die keine Kreise sind) auftreten. Alle diese Kurven werden durch
quadratische Gleichungen (in zwei Variablen) beschrieben und heifien daher Kurven zweiter Ordnung.
Eine genauere Untersuchung derartiger Kurven erfolgt im folgenden Abschnitt. In den Abschnitten
und 9| werden wir noch auf zwei véllig unterschiedlichen Wegen zeigen, dass Schnitte von Kegeln
mit Ebenen immer Ellipsen, Hyperbeln oder Parabeln sowie (wenn die Ebene durch die Kegelspitze
verlduft) Punkte, Geraden oder Geradenpaare sind.

Aufgabe

1. Leite je eine Gleichung der Form z = f(x,y) fiir den oberen und den unteren Ast eines geraden
Kreiskegels mit dem Offnungswinkel 2a her, dessen Spitze im Koordinatenursprung liegt und
dessen Achse mit der z-Achse identisch ist (siche Abb. ). Driicke dazu fiir jeden Punkt des
Kegels die z-Koordinate in Abhédngigkeit von den zugehorigen x- und y-Werten aus.



2 Ortsdefinitionen von Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln

In fritheren Jahrhunderten wurde héufig grofier Wert auf elliptisch geformte Blumenbeete und He-
cken gelegt. Aus dieser Zeit stammt die , Gartnerkonstruktion”, eine Ellipsenkonstruktion, die der
Gartner mit zwei Pflocken und einer Schnur ausfiihrt, siehe Abb.[] Ausgehend von der Géartnerkon-
struktion lassen sich Ellipsen folgendermafien definierenﬂ

Ortsdefinition der Ellipse

Eine Ellipse ist die Menge aller Punkte P der Ebene, fiir welche die Summe der Abstinde zu zwei
vorgegebenen Punkten F; und F, konstant und grofier als der Abstand von F; und F, ist (siehe

Abb.5):
|P1P| + |F2P| = const, |F1P| + |F2P’ > |P1F2| .
Die Punkte F; und F, werden als Brennpunkte der Ellipse bezeichnet.

P

Abbildung 4: Gértnerkonstruktion der Ellipse Abbildung 5: Ortsdefinition der Ellipse

Beispiel: Punktweise Konstruktion einer Ellipse (siehe Abb.[6)

Es soll eine Ellipse mit dem Abstand der Brennpunkte |F;F,| = 5 cm gezeichnet werden, fiir welche
die Abstandssumme |F; P|+|F,P| ihrer Punkte P zu den Brennpunkten 7 cm betrégt. Hierfiir werden
Paare von Kreisen mit den Mittelpunkten F; und F, konstruiert, fiir welche die Summe der Radien
7 cm ist. Fiir jedes derartige Paar von Kreisen werden die Schnittpunkte markiert. Diese Schnittpunk-
te sind Punkte der zu konstruierenden Ellipse. Nach der Konstruktion gentigend vieler Punkte der
Ellipse werden diese verbunden. Gut eignet sich fiir die Durchfiithrung einer derartigen Konstruktion
z. B. Geogebra.

Bestimmungsstiicke und -groRen von Ellipsen

Die Hilfte des Abstandes |F; F,| zwischen den Brennpunkten einer Ellipse heift lineare Exzentrizitiit e.
Der Mittelpunkt der Strecke Fi F, wird Mittelpunkt M der Ellipse genannt. Die Gerade, die durch die
Brennpunkte einer Ellipse verlduft, heifst Hauptachse (mit der Lange 2a) die dazu senkrechte Achse
durch den Mittelpunkt Nebenachse (mit der Lange 2b).

Die beiden Punkte S; und S, einer Ellipse, die auf der Hauptachse liegen, heiflen Hauptscheitel. Die
Schnittpunkte S3 und Sy einer Ellipse mit ihrer Nebenachse heilen Nebenscheitel (siehe Abb.[7).

IDie Bezeichnung ,Ortsdefinition” riihrt daher, dass friiher statt von Punktmengen von geometrischen Orten gespro-
chen wurde. Die obige Definition wurde also begonnen mit , Eine Ellipse ist der geometrische Ort aller Punkte ...”.
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Satz

a) Fiir jeden Punkt P einer Ellipse mit den beiden Brennpunkten F; und F, sowie der Lange 2a der

Hauptachse gilt:
|FiP| 4+ |RP| = 2a.

b) Fiir jede Ellipse mit der linearen Exzentrizitit e, der Hauptachsenldnge 2a sowie der Lange 2b

der Nebenachse gilt:
& a? = b? +e2.

Aufgabe

2. Beweise den obigen Satz.

Ortsdefinition der Hyperbel

Eine Hyperbel ist die Menge aller Punkte P der Ebene, fiir welche der Absolutbetrag der Differenz
der Abstande zu zwei vorgegebenen Punkten F; und F, konstant und positiv ist (siehe Abb. [§):

||FiP| — |RP|| = const, ||FiP|— |RP|| > 0.
Die Punkte F; und F, werden als Brennpunkte der Hyperbel bezeichnet.

Konstruktionen von Hyperbeln lassen sich anhand dieser Definition analog zu der oben beschriebe-
nen Ellipsenkonstruktion fiihren, z. B. mittels GeoGebra.

Wie bei der Ellipse werden die Hilfte des Abstandes |F;F>| zwischen den Brennpunkten einer Hy-
perbel als lineare Exzentrizitit e und der Mittelpunkt der Strecke F F, als Mittelpunkt M der Hyperbel
bezeichnet. Die Schnittpunkte S; und S, einer Hyperbel mit ihrer Achse F; F, heifsen Scheitel der Hy-
perbel.

Satz: Fiir jeden Punkt P einer Hyperbel mit den beiden Brennpunkten F; und F, sowie den Scheitel-
punkten S; und S; gilt:

||F1P| — |RP|| = |51S2| = 2a.
Aufgaben

3. Warum muss in der Ortsdefinition der Hyperbel ||F;P|—|F,P|| > 0 gefordert werden? Was fiir
eine Figur erhdlt man fiir ||F; P|—|FP|| = 0?

4. Begriinde den obigen Satz.
Hinweis: Nutze die Tatsache, dass auch die Scheitelpunkte Punkte der Hyperbel sind und des-
halb die nicht ndher bestimmte Konstante (const) in der Ortsdefinition der Hyperbel fiir diese
genauso grof3 sein muss wie fiir alle anderen Punkte der Hyperbel.

5. Weise nach, dass der Graph der Funktion f mit f(x) = 1 ist eine Hyperbel mit den Brennpunk-

ten F; (ﬁ, ﬁ) und 5 <—\ﬁ; —\/5) ist, siehe Abb.@
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Abbildung 8: Hyperbel Abbildung 9: Graph der Funktion f mit f(x) = 1



1 Abbildung 10: Parabel
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Ortsdefinition der Parabel

Eine Parabel ist die Menge aller Punkte P der Ebene, fiir die der Abstand von einem festen Punkt F
gleich dem Abstand von einer festen Geraden [ ist (siehe Abb. [10):

|FP| = d(P,1).
Der Punkt F wird als Brennpunkt, die Gerade [ als Leitlinie der Parabel bezeichnet.

Der Abstand p des Brennpunktes von der Leitlinie heifst Halbparameter, die Grofle 2p Parameter der
Parabel. Die zur Leitlinie / senkrechte Gerade durch den Brennpunkt wird Achse und der Schnitt-
punkt S einer Parabel mit ihrer Achse Scheitelpunkt der Parabel genannt.

Beispiel

Der Graph der Funktion f: f(x) = x? ist eine Parabel mit dem Brennpunkt F (0; 1) und der Leitlinie
I:y = —},siehe Abb.[11]

Fiir die Absténde eines beliebigen Punktes P(x; x*>) vom Brennpunkt und von der Leitlinie gilt
|FP|? = x> + (x2—%)2 = 24xt 124+ L = x4+ 12+ L und
@P,0)* = (24+1)" = ¥+ 12+ 4.
Beide Abstidnde sind also fiir beliebige Punkte des Funktionsgraphen gleich. Umgekehrt liegen alle
Punkte, fiir die |[FP| = d(P,I) gilt, auf dem Graphen der Funktion f mit f(x) = x2. Dieser Funk-

tionsgraph und die Parabel mit dem Brennpunkt F (0; ;) und der Leitlinie / : y = —; sind somit
identisch.

Aufgaben

6. Weise nach, dass die Liange der Sehne P; P, einer Parabel, die durch den Brennpunkt F dieser
Parabel verlduft und senkrecht auf ihrer Achse steht, gleich dem Parameter 2p dieser Parabel
ist (siche dazu Abb.

7. Zeige, dass der Graph der Funktion f: f(x) = ax? eine Parabel mit dem Brennpunkt F (0; ;-)

und der Leitlinie [ : y = — 4 ist.

8. Es seien S der Scheitelpunkt und L der Schnittpunkt von Achse und Leitlinie einer Parabel
(Abb.. Weise nach, dass dann gilt: |LS| = |SF| = g



3 Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln als Kegelschnitte — Dandelin’sche
Kugeln

Wie schon gesagt bezeichnet man als , Kegelschnitte” Punktmengen,
die beim Schnitt einer Ebene E mit einem mathematischen Kegel, al-
so einem unendlichen Doppelkegel, entstehen. Abb. |12 zeigt die Si-
tuation in einer Ebene, welche die Achse a2 und damit die Kegelspitze
S enthilt und senkrecht zu E ist. § sei der Winkel zwischen der Ebene
E und der Kegelachse, 0. B. d. A. gilt 0 < B < 90°.

Abb. |13 zeigt die verschiedenen Typen von Kegelschnitten. Wir be-
ginnen wie in Abb.[12|mit einer Ebene, die nicht durch S verlduft. In
Abb.[13|a) ist B = 90, und der Kegelschnitt ist ein Kreis. Nun drehen
wir die Ebene um ihren Schnittpunkt mit der Achse. Wird f kleiner,
ist aber noch grofler als a, so entsteht eine geschlossene Kurve, die
wie eine Ellipse aussieht (b). Im Spezialfall ¢) B = a schneidet die ~ Abbildung 12: Schnitt einer
Ebene weiterhin nur einen Teil des Kegels, wird aber unendlich; der =~ Ebene E und eines Kegels K
Kegelschnitt sieht aus wie eine Parabel.

Fir 0 < B < a (Abb. 13| d) schneidet die Ebene beide Teile des Kegels, der Kegelschnitt sieht wie
eine Hyperbel aus. Damit sind alle moglichen Félle betrachtet, in denen die Ebene nicht durch die
Kegelspitze verlauft.

Verlduft die Ebene durch die Spitze S des Kegels, so treten weitere Schnittfiguren auf. Enthélt die
Ebene sogar die gesamte Kegelachse (was fiir § = 0° der Fall ist), so besteht der Kegelschnitt aus
zwei Mantellinien des Kegels, die einen Schnittwinkel von 2a haben (Abb. [13|e). Fiir a < p < 90°
besteht der Kegelschnitt nur aus der Spitze S (f). Fiir 0° < B < a schliefilich besteht der Kegelschnitt
aus zwei sich in S schneidenden Mantellinien, wobei im , Randfall” f = a beide Geraden zu einer
,Doppelgeraden” zusammenfallen (g).
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Abbildung 13: Kegelschnitte

Dandelin’sche Kugeln

Dass es sich bei den interessanten Kegelschnitten tatsdchlich um Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln
handelt, miissen wir erst noch beweisen. Die Methode der Dandelin’schen Kugeln geht auf Germi-
nal Pierre Dandelin (1794-1847) zuriick, einen belgischen Mathematiker, der sich insbesondere mit
Kegelschnitten beschiftigte. Die Dandelin’schen Kugeln sind eine bzw. zwei Kugeln, die die Mantel-
linien eines Kegels und eine Schnittebene beriihren.

Wir betrachten zuerst den , Ellipsenfall”, siehe Abb.|14]a) Gegeben sind ein Kegel und eine Ebene,
die den ellipsenformigen Kegelschnitt erzeugt. Wir betrachten die untere Halfte des Kegels, die von
der Ebene in einen endlichen und einen unendlichen Korper zerlegt wird. Oberhalb und unterhalb
der Schnittebene E werden Kugeln so in den Kegel eingefiigt, dass sie die Ebene E in den Punkten
F; bzw. F; und den Kegel in den eingezeichneten Beriihrkreisen ki bzw. k; beriihren. Diese beiden
Punkte werden sich als Ellipsenbrennpunkte fiir den Kegelschnitt erweisen.



Abbildung 14: Dandelin’sche Kugeln fiir a) Ellipsen, b) Hyperbeln, c) Parabeln

Fiir einen beliebigen Punkt P unseres Kegelschnitts (den wir als Ellipse nachweisen wollen) betrach-
ten wir die Mantellinie SP. Sie moge die beiden Beriihrkreise in den Punkten B; bzw. B, schneiden.
Dann gilt |PF;| = |PBq| und |PF,| = |PB,|, da die zugehorigen Geraden Tangenten an k; bzw. k
sind. Damit erhalten wir

’P1P’ + ‘PF2| = |B1P‘ + |PB2’ = ‘Ble‘ = konstant,

also ist der fragliche Kegelschnitt tatsdchlich eine Ellipse (in der geometrischen Definition als Orts-
linie). Im Spezialfall, dass die Schnittfigur ein Kreis ist, fallen die beiden Beriihrpunkte F; und F,
zusammen, und die Dandelin’schen Kugeln fiihren zur ,normalen” Definition des Kreises.

Die Analyse der vermuteten Hyperbel verlduft analog zur Ellipse. Die beiden Dandelin’schen Ku-
geln werden in beide Halbkegel so gelegt, dass sie die Ebene in den Punkten F; bzw. F, und den
Mantel des Kegels in den Kreisen k1 bzw. k; beriihren (siehe Abb. b). Wie bei der Ellipse betrach-
ten wir einen beliebigen Punkt P des als Hyperbel vermuteten Kegelschnitts und die Mantellinie
SP, welche die beiden Beriihrkreise in den Punkten By bzw. B, schneiden moge. Jetzt kann man die
Ortslinieneigenschaft
|PF;| — |PE;| = |B1B;| = konstant

(dhnlich wie die entsprechende Eigenschaft der Ellipse) begriinden (man beachte dazu, dass
|PB1| = |PBy| + |B1By| ist. Der Kegelschnitt gentigt somit der Definition der Hyperbel als Ortslinie.

Der Fall der Parabel ist in Abb.[14|c) dargestellt. Jetzt ist die Schnittebene E parallel zu einer Man-
tellinie ¢ des Kegels mit Spitze S. Die Dandelin’sche Kugel bertiihrt die Ebene E im Punkt F und den
Kegel in einem Kreis k, der die Ebene E’ festlegt. Die Ebenen E und E’ schneiden sich in der Gera-
den f. Es lasst sich begriinden, dass die Gerade f als Leitlinie und der Punkt F als Brennpunkt die
geometrische Definition der Parabel fiir den fraglichen Kegelschnitt erfiillen.



4 Gleichungen von Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln

Die Gleichung der Ellipse in Hauptachsenlage

Um moglichst einfach eine Gleichung fiir eine Ellipse herleiten zu konnen, sollte ihre Hauptachse mit
der x-Achse und die Nebenachse mit der y-Achse tibereinstimmen (eine solche Lage heifst Hauptach-
senlage, sieche Abb. [I5). Durch eine geeignete Wahl des Koordinatensystems lésst sich dies fiir jede
Ellipse erreichen.

Ist P ein von den beiden Hauptscheiteln verschiedener Punkt der Ellipse und P’ der Fufipunkt des
Lotes von P auf die x-Achse, so sind AF; PP’ und AF,PP’ rechtwinklige Dreiecke. Dabei ist |[PP'| = y
sowie

|FP'|=le+x| und |EP|=e—x]|.
Nach dem Satz des Pythagoras gilt:

|FiP| = /y*+ (e+x)? und |RP|=/y*>+ (e—x)%

[P+ |BP| = V2 + (e+2)+ V)2 + (e — x)7.
Wegen |F1P| 4 |F,P| = 2a folgt daraus:
V2 +(e+x)2+/y2+ (e —x)? = 2a.

Diese Gleichung wird nun vereinfacht. Zunichst wird auf beiden Seiten /y? 4 (e — x)? subtrahiert,
und es werden beide Seiten der entstehenden Gleichung quadriert:

ViE+ (e+x)? = 20— /y*+ (e —x)?
Y+ (e+x)? = 42> +y> + (e — x)2 —da\/y* + (e — x)2.
Durch Auflosen der Klammern und Vereinfachen ergibt sich daraus
a2+ (e — x)2 = a® —ex,
erneutes Quadrieren beider Seiten fiihrt zu

a* [y* + (e — x)?] = a* + e®x? — 2a%ex

Daraus ergibt sich:

bzw.
(a®— e?) x> + a*y? = a*(a®—é?).
Nach Ersetzen von a?— ¢? durch b? (siehe Satz auf S.[4) folgt daraus

b2x? + ay? = a®b?.

Division dieser Gleichung durch a?b? auf beiden Seiten ergibt schlieflich:
2y

Bislang wurde gezeigt, dass alle Punkte der gegebenen Ellipse die Gleichung (x) ;—: + zé = 1 erfiillen.
Um nachzuweisen, dass diese Gleichung tatsdchlich eine Gleichung der Ellipse ist, muss noch gezeigt
werden, dass nur Punkte der Ellipse die Gleichung erfiillen bzw. dass alle Punkte, deren Koordinaten
die Gleichung (x) erfiillen, der Ellipse angehoren. Dazu berechnen wir zundchst die Abstédnde eines

beliebigen Punktes Q(x;y) zu den Brennpunkten F; und F:

(%) QR| = V(x+e)> +y2,  [QR|=V(x—e¢)?+y*.

Ist Q ein Punkt, der die Gleichung (x) erfiillt, so gilt y> = b? (1 - %) Wegen b? = a®— ¢? ergibt sich

daraus:

6 y
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b Abbildung 15: Herleitung der Ellip-
sengleichung in Hauptachsenlage




y? = a?—e?— x>+ fTi x%.
Fiir (+*) kann deshalb geschrieben werden:

|QF| = \/2ex+a2+2—§x2, |QE| = \/—Zex+a2+2—§x2

beziehungsweise
(x%%) QF|==+(a+%x), |QR|==+(a—=%x).
Da in diesen beiden Gleichungen auf den linken Seiten Abstdnde, also positive Zahlen, stehen, miis-
sen auf den rechten Seiten die Vorzeichen so gewihlt werden, dass sich ebenfalls positive Werte
ergeben. Da der Punkt Q(x;y) der Gleichung (*) geniigen soll, muss Z—i < 1 und somit |x| < a sein.
Wegen a?> = ¢? + b? muss weiterhin e < a sein. Somit sind in (**x) die beiden Ausdriicke in den
Klammern positiv, und es ergibt sich daraus
|QFi |+ |QF| = a+£x +a—Sx = 2a.

Der Punkt Q erfiillt daher die Ortsdefinition (siehe S. |3) und ist ein Punkt der betrachteten Ellipse.
Damit ist nachgewiesen, dass die Gleichung (x) alle Punkte der Ellipse und nur diese beschreibt.

Mittelpunktsgleichung der Ellipse

Eine Ellipse, deren Mittelpunkt der Koordinatenursprung ist, deren Hauptachse auf der x-Achse

und deren Nebenachse auf der y-Achse liegt, hat die Gleichung
Xy 2)
2 e =1

Dabei ist a die halbe Lange der Haupt-, b die halbe Lange der Nebenachse.

Kreise sind spezielle Ellipsen. Falls die Brennpunkte einer Ellipse identisch sind, also e = |FiF;| =0
gilt, so folgt daraus nach Satz2la = b. Die Gleichung (2) nimmt damit die Gestalt ’a‘—i + Zé = 1 bzw.

x? 4+ y? = a® an und entspricht der Kreisgleichung in Mittelpunktslage mit dem Radius r = a.

Beispiel
Aufstellen einer Gleichung der Ellipse mit den Brennpunkten F; (—4;0) und F,(4;0) sowie dem El-
lipsenpunkt P(4;6).
Die Lange der Hauptachse der Ellipse erhdlt man durch
2a = |FP|+ |RP| = V8 +62+6 = 16.

Fiir die lineare Exzentrizitit gilt 2¢ = |F; F,| = 8, also e = 4. Die Lange der Nebenachse ist nach Teil

b) des Satzes auf S.
b=+a2—e2=+/48.

Somit ergibt sich wegena = 8 und b = /48 die folgende Gleichung der Ellipse:
Xy 2 2
@—F@ =1 bzw. 3x°+4y° =192.
Graphische Darstellung von Ellipsen mithilfe von GeoGebra
Ellipsen, die durch Gleichungen gegeben sind, lassen sich in GeoGebra am einfachsten mittels des

Befehls ImpliziteKurve darstellen. Um z. B. die Ellipse mit der Gleichung "Zz + %2 = 1 darzustellen,
gibt man ein:
ImpliziteKurve(x~2/4 + y~2/9 - 1)

Aufgaben
9. Stelle fiir die Ellipsen mit den folgenden Stiicken Gleichungen auf:
a) 2e=8, 2a=10 c) 2a =20, F(-8;0), F(8;0)
b) b=2,2e=6 d) F(—2;0), F(2;0), P(2;3) (P liegt auf der Ellipse)

10. Berechne fiir die Ellipse mit der Gleichung 16x2 + 25y> = 1600 die Langen der Achsen, die
lineare Exzentrizitdt und die Brennpunktkoordinaten.

11. Beweise, dass fiir Punkte innerhalb bzw. auflerhalb einer Ellipse die Ungleichungen
;‘—;—i—z—z <1bzw.;‘—§+z—z > 1 gelten.



Hinweis: Beachten Sie, dass ein Punkt P innerhalb (aufierhalb) der Ellipse liegt, falls ein Ellip-
senpunkt Py existiert, der mit P auf einer Geraden durch den Mittelpunkt M der Ellipse liegt
und von M einen grofieren (kleineren) Abstand als P hat.

12.  a) Konstruiere die Ellipse mit der Gleichung % + y4j =1

b) Verschiebe die Ellipse um 3 Einheiten in x-Richtung und um 2 Einheiten in y-Richtung.
Wie lautet die Gleichung der verschobenen Ellipse?

Die Gleichung der Hyperbel in Hauptachsenlage

Auf analoge Weise wie fiir Ellipsen ldsst sich eine Gleichung fiir Hyperbeln in Hauptachsenlage
herleiten.

Aufgabe

13. Leite die Mittelpunktsgleichung (3) der Hyperbel her. Nutzen Sie dazu Abb.[16/und orientieren
Sie sich an der Herleitung der Ellipsengleichung.

Mittelpunktsgleichung der Hyperbel
Eine Hyperbel, deren Mittelpunkt der Koordinatenursprung ist und deren Brennpunkte auf der
x-Achse liegen, hat die Gleichung 2 ’

y
2 r- b ®)

Dabei ist a die Hilfte des Abstandes zwischen den beiden Scheiteln, und es ist b = v/e2 — a2 mit der
linearen Exzentrizitét e, siche Abb.

Beispiel
In der Aufgabe 6 wurde festgestellt, dass der Graph der Funktion f mit f(x) = 1 eine Hyperbel ist.

Durch eine Koordinatentransformation wird diese Hyperbel nun in ein Koordinatensystem tiberfiihrt,
beziiglich dessen sie sich in Hauptachsenlage befindet, und eine Gleichung der Hyperbel ermittelt.

Ein Koordinatensystem (mit den Achsen x” und '), beziiglich dessen sich die Hyperbel in Haupt-
achsenlage befindet, geht aus dem urspriinglichen Koordinatensystem durch eine Drehung um 45°
hervor, siehe Abb. Die ,alten” konnen durch die ,neuen” Koordinaten folgendermafen ausge-
driickt werden:

x=3V2x-3V2y, y=3vV2x+3V2y.
Durch Ersetzen von x und y durch x’ und i/ in der Gleichung y = 1 mittels der obigen Transforma-
tionsgleichungen ergibt sich die Gleichung

1
% 2x’+%\@y/:

2V2x = V2y

die sich leicht in die Form
x’2 y/z
- A
2 2

bringen ldsst. Fiir die lineare Exzentrizitit erhidlt man e = va? + b? = 2.

Abbildung  16:
Herleitung  der
Hyperbelglei-
chung

P’ l.a S, X

Abbildung 17:

Uberfithrung ei-
ner Hyperbel in
Hauptachsenlage
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Aufgaben

14. Von einer Hyperbel in Hauptachsenlage sind zwei Punkte P; und P, gegeben. Stelle die Mittel-
punktsgleichung der Hyperbel auf.

@H@@,&@%ﬁﬁ) b) P1(3;2), P>(4;3)

15. Gegeben ist die Ellipse mit der Gleichung %2 + y5j = 1. Stelle eine Mittelpunktsgleichung der
Hyperbel auf, deren Scheitel sich in den Brennpunkten und deren Brennpunkte sich in den
Scheiteln der gegebenen Ellipse befinden.

16. Gesucht ist die Seitenldnge eines Quadrates, dessen Eckpunkte auf der Hyperbel mit der Glei-

chung ;‘—z - Z—i = 1 liegen. Fiir welche Hyperbeln lésst sich ein solches Quadrat finden?

Die Scheitelpunktsgleichung der Parabel

Um eine Parabelgleichung herzuleiten, ist — wie bereits bei der Ellip- y
se und der Hyperbel — ein geeignetes Koordinatensystem zu wéhlen. P
Dazu legt man die x-Achse auf die Achse der Parabel und den Koor-
dinatenursprung auf ihren Scheitelpunkt. Die y-Achse verlduft dann
parallel zur Leitlinie, siehe Abb.

Fiir einen beliebigen Punkt P(x;y) ist L S F
2 ¥/ X
PRP= (x=5) +y’
und
d@J):x+§
(siehe Abb.[I8). Falls P ein Punkt der Parabel ist, so folgt aus der Orts- o
definition |PF|? = (d(P,1))?; durch Einsetzen ergibt sich daraus 212
2 2
(=3 = s -
2 2 Abbildung 18: Herleitung
Diese Gleichung lasst sich leicht in die Form y? = 2 p x bringen. einer Parabelgleichung

Scheitelpunktsgleichung der Parabel

Eine Parabel, deren Scheitelpunkt der Koordinatenursprung ist, und deren Leitlinie parallel zur
y-Achse verlduft, hat die Gleichung 5

y =2px. (4)
Dabei ist p der Halbparameter der Parabel (Abstand des Brennpunktes von der Leitlinie, siehe

Abb.[T3).

Aufgaben

17. Stelle die Scheitelgleichung der Parabel auf, deren Scheitel im Koordinatenursprung liegt, de-
ren Leitlinie parallel zur y-Achse ist und fiir die folgende zuséatzliche Angabe vorhanden ist:

a) F(2,0) b)l:x=-3 c) F(—1,0)

18. Wie viele Parabeln mit dem Halbparameter p = 0,5 gibt es, deren Scheitel im Ursprung liegen
und deren Leitlinien parallel zur y-Achse verlaufen? Gib die Gleichungen dieser Parabeln an.

19. Gib die Koordinaten der Brennpunkte und Gleichungen der Leitlinien fiir die durch folgende
Gleichungen gegebenen Parabeln an.

a) y* = 20x b)y? = —x Qy=x?

20. Wie grof ist der Halbparameter der Parabel mit der Gleichung y?> = 2px, wenn diese durch den
Punkt P(5;6) verlauft?

11



Gleichungen von Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln in achsenparalleler Lage

Um eine Gleichung einer Ellipse mit dem Mittelpunkt
M(xp;ym) beziiglich eines Koordinatensystems KS herzulei- y )y’
ten, dessen x-Achse parallel zur Haupt- und dessen y-Achse
parallel zur Nebenachse der Ellipse ist, betrachten wir ein
Hilfskoordinatensystem KS’, dessen Achsen parallel zu denen
von KS sind und dessen Ursprung der Mittelpunkt der Ellip- x
se ist, siehe Abb. In diesem Hilfskoordinatensystem hat die

betrachtete Ellipse die Mittelpunktsgleichung

x/2 y/Z

— + == = 1. X

a b?

Zwischen den Koordinaten eines beliebigen Punktes P beziig- Abbildung 19: Ellipse in achsen-
lich des Koordinatensystems KS und denen beziiglich KS’ be- paralleler Lage

stehen die Beziehungen

x=x'+xu,y=y+ym bzw. ¥ =x—xm,YV =y—ym.
Durch Einsetzen in die dariiber stehende Ellipsengleichung ergibt sich die Gleichung der Ellipse in
achsenparalleler Lage:

(x=xm)* | (y=ym)® _

a? b2 o
Analog lassen sich Gleichungen fiir Hyperbeln und Parabeln in achsenparalleler Lage herleiten:
(x=xm)®  (y—ym)?

Hyperbel: 2T T 1, Parabel: (y—ym)? = 2p (x—xm).

2
+

Aufgabe

21. Berechne die Koordinaten des Mittelpunktes und die Langen a und b der Halbachsen der Hy-
perbel H. Bringen Sie dazu die Gleichungen mittels quadratischer Ergdnzung in die Form der
Hyperbelgleichung in achsenparalleler Lage.

a)H : x> 4+4x — 4> 24y =36  b)H :2x> —2x—y>+y =0

12



5 Tangenten an Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln

Fiir die Herleitung einer Tangentengleichung fiir Ellipsen betrachten wir Halbellipsen als Funktions-
graphen. Die Ableitung der Funktionsgleichung der ,,oberen” Halbellipse

/ x2
fl(x):b 1—; )l/)

ist nach der Kettenregel B,
1 2 —b%x b* x / o

filxo) = b-72~(—;x) = T2 = T2y 4

x Yy

24/1—-—= azbyll——

a? a? ' Xy a %
Somit ist der Anstieg der Tangente in einem beliebigen \ /
Punkt Py der oberen Halbellipse (mit Ausnahme der bei- f\\ //

. . 5 ~. ’//
den Hauptscheitel): B xq ~— |-
a yo

Damit lasst sich fiir die Tangente in Py die folgende Glei- ~ Abbildung 20: Tangente an eine Ellipse
chung aufstellen:

try =tx) =mx+n = —b—zﬁ +n
a% Yo
Durch Einsetzen von xg fiir x und von y fiir y ldsst sich n bestimmen:
=Yo+ bj@
a? Yo
Einsetzen dieses Ausdrucks fiir 7 in die Gleichung von ¢ fiihrt zu:
t:y = —bj@x—i—yo bjxj
a% Yo a% Yo

Durch Multiplikation dieser Gleichung mit yo, Division durch b? und Anwendung der Ellipsenglei-
chung ergibt sich:
” MJF@ V0+xo 1
) 2 =1.
Es lasst sich zeigen, dass dieselbe Tangentengleichung fiir Punkte der unteren Halbellipse gilt. Auf
analogem Wege ldsst sich eine Tangentengleichung fiir Hyperbeln in Hauptachsenlage herleiten.

Tangentengleichungen fiir Ellipsen und Hyperbeln in Hauptachsenlage
2 2
Die Tangente an eine Ellipse mit der Gleichung x— + ZZ 1 in einem Punkt Pg(xg;yo) hat die
Gleichung
xxo Yyo _
Tty =1
2P
Die Tangente an eine Hyperbel mit der Glelchung i i = 1 in einem Punkt Py(xp;y0) hat die
Gleichung
XX0 YYyo —1
a2

Um eine Gleichung fiir Tangenten an Parabeln herzuleiten, kann die Parabelgleichung (4) y> = 2px
nach x umgestellt und dann nach y abgeleitet werden:

TN
x = fly) = py, f(y)—py-

Die Ableitung in einem Punkt Py(xo; o) gibt in diesem Falle den Anstieg der Tangente in diesem
Punkt beziiglich vertauschter Koordinatenachsen an, also

X — X0
"(yo) =
' Y=Yo
fiir beliebige Punkte P(x;y) der Tangente. Der Anstieg der Tangente ist reziprok zu diesem Wert (und
somit gleich der Ableitung der Umkehrfunktion von f):

13



- _r
f'yo) v
Durch Einsetzen in die Normalform der Geradengleichung ergibt sich

try=mx+n = Ex—I—n,

Yo
und durch Einsetzen von xo fiir x und von y fiir y lasst sich n bestimmen:

p

n = — ——Xp.
Yo ]/00

Die Tangentengleichung erhilt damit die Form

try = Ex—i—yo—ﬂxo bzw. t:yyo = px+y5— pxo,
Yo Yo

Durch Einsetzen von 2px, fiir y3 ergibt sich daraus t: yyo = p (x + xo).

Tangentengleichungen fiir Parabeln in Scheitelpunktslage

Die Tangente an eine Parabel mit der Gleichung y> = 2 p x in einem Punkt Py(xo;yo) hat die Glei-
chung

yyo = p(x+x0).

Aufgaben

22. Stelle Gleichungen fiir die beiden Tangenten an die Ellipse E an der Stelle x auf. Berechne dazu
zuniéchst die y-Koordinaten der beiden Punkte Py (xo; yo1) und Po(xo; yo2) der Ellipse, welche
die x-Koordinate xo haben. Stelle die Ellipsen und ihre Tangenten graphisch dar.

x2 v x2 v
a)E:m+E:1,x0:—6 b)Em+ﬁ:1,x0:16
23. Stelle eine Gleichung fiir die Tangente an die Hyperbel H im Punkt Py auf und vereinfache
diese so weit wie moglich.
A H: %L =1;R(10;-3) byH: & 0228 g9, 1)

24. Stelle eine Gleichung der Tangente t an die Parabel y? = 2x auf, die
a) parallel zu der Geraden g: 2x — y = —5 verlauft;
b) senkrecht auf der Geraden g: x +y = 7 steht.

6 Die Asymptoten der Hyperbel

Unter einer Asymptote eines Funktionsgraphen versteht man eine
Gerade, der sich der Graph der Funktion x — oo bzw. x — —c0
(oder an einer Unstetigkeitsstelle der betrachteten Funktion) belie-
big weit anndhert. Um Hyperbeln auf mogliche Asymptoten hin zu
untersuchen, stellen wir die Hyperbelgleichung (3) nach y um und

erhalten y = +b,/7; — 1. Somit wird eine Hyperbel in Hauptach-
senlage durch die Graphen der beiden Funktionen f; und f, mit

2 2
filx) = b\/ ——1 und fo(x) = —b 2 -1 Abbildung 21: Asymptoten
dargestellt. einer Hyperbel

Es gilt / x2 [ x?
lim fi(x) = lim b —1=1limby/— (l ) = lim b/ — = =+ lim x
X—00 X—00 X—»00 a X—00 a x—o0 (1

Jede Hyperbel besitzt zwei Asymptoten. Diese werden durch die Gleichungen
b

y=-_x und Y= —Zx

beschrieben, falls ;‘—2 - 2 = 1ldie Gle1chung der gegebenen Hyperbel ist.
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7 Die Brennpunkteigenschaften der Kegelschnitte

Brennpunkteigenschaft der Parabel

Strahlen, die parallel zur Symmetrieachse einer Parabel verlaufen, werden so an ihr reflektiert, dass
sie durch den Brennpunkt verlaufen (Abb.[22|a).

Angewandt wird diese Eigenschaft z. B. bei der Satellitenantenne (Abb. 22| b). Die vom Satelliten
gesendeten, (praktisch) parallelen Strahlen werden an der Antenne so reflektiert, dass alle Strahlen
durch den Brennpunkt verlaufen; in diesem ist der Empfanger montiert. Da der Lichtweg umkehrbar
ist, funktioniert das auch andersherum, was beim Autoscheinwerfer realisiert ist: Der Glithfaden der
Lampe (bzw. ein moderneres Leuchtmittel) befindet sich im Brennpunkt des Scheinwerfers, so dass
in Fahrtrichtung ein paralleles Lichtbtindel ausgestrahlt wird (Abb. [22|c).

A
ANV

a)

Abbildung 22: Brennpunkteigenschaft der Parabel und zwei Anwendungen

Fiir den Beweis der Brennpunkteigenschaft der Parabel nutzen wir eine geometrische Eigenschaft
von Tangenten an Parabeln. Wir betrachten hierzu wie in Abb. [11|eine Parabel mit einem Brennpunkt
F und einer Leitgeraden g, bendtigen aber das dort eingefiihrte Koordinatensystem nicht, da wir
lediglich mithilfe der Ortsdefinition der Parabel arbeiten. Wir zeigen, dass die Mittelsenkrechte ¢ der
Strecke FL (wobei L der FuBpunkt des Lotes von einem Parabelpunkt P auf die Leitlinie ist, siehe
Abb. mit der Parabel nur den Punkt Py gemeinsam hat, also Tangente an die Parabel in P ist.

Damit ein beliebiger Punkt Q€ t ebenfalls ein Punkt der Parabel wire, miisste |[FQ| = d(Q, ) sein;
wir zeigen, dass aber fiir alle von Py verschiedenen Punkte Q € ¢t gilt |FQ| > d(Q,1):
4

0

Da t Mittelsenkrechte der Strecke FL ist, gilt fiir beliebi-
ge Punkte Q € t: |[FQ| = |LQ|. Weil ¢ nicht senkrecht zur
Leitlinie ¢ sein kann (dazu miisste ja F auf der Leitlinie
liegen) und wegen Q # Py ist L nicht der FuSpunkt des
Lotes von Q auf I. Es gilt daher d(Q,!) < |LQ)|. Somit ist
d(Q,1) < |FQ|; nach der Ortsdefinition der Parabel kann
Q kein Parabelpunkt sein, und Py ist daher der einzige ge- F
meinsame Punkt von t und der Parabel. Die Mittelsenk- :
rechte f ist also Tangente an die Parabel in P,. E

4 L

Die Tangente an eine Parabel in einem beliebigen Punkt Py g
halbiert also den Winkel zwischen der Geraden FPj, und
der Parallelen zur Parabelachse durch Py, woraus die oben
genannte Brennpunkteigenschaft resultiert.

Abbildung 23: Begriindung der Brenn-
punkteigenschaft der Parabel

Brennpunkteigenschaft der Ellipse

Bei einer Ellipse werden die Strahlen, die von einem Brennpunkt ausgehen, an der Ellipse so reflek-
tiert, dass sie durch den anderen Brennpunkt verlaufen (Abb.[24{a), das heifst:

Fiir jeden Punkt Py einer Ellipse sind die Winkel, welche die Tangente an die Ellipse in diesem Punkt
mit den Geraden F; Py und F, Py einschliefit, gleich grofs.

Eine uralte Anwendung sind Fliisterkabinette (Abb. b): Stehen zwei Personen in einem Raum mit
elliptischer Grundfldache und gut schallreflektierenden Wanden auf den Brennpunkten der Ellipse,
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Abbildung 24: Brennpunkteigenschaft der Ellipse

so kann die eine Person die Sprache der anderen Person auch dann deutlich verstehen, wenn diese
sehr leise spricht. Die Ursache fiir dieses Phdnomen besteht darin, dass alle Schallwellen, die von
der sprechenden Person ausgehen und in Gesichtshohe auf die Wand treffen, zu der anderen Person
reflektiert werden. Nachpriifbar ist dieser Effekt beispielsweise in der Londoner St Paul’s Cathedral
sowie im Kapitol in Washington.

Auch die Brennpunkteigenschaft der Ellipse ldsst sich geometrisch begriinden. Dazu zeigt man, dass
die Senkrechte t auf der Winkelhalbierenden n des Winkels £ (F;PF,) in Py mit der Ellipse keinen
weiteren Punkt aufler Py gemeinsam hat. Die hierfiir notwendige Hilfskonstruktion ist in Abb.[24{a)
dargestellt: Von F, wird das Lot auf ¢ geféllt und vom Fufspunkt L dieses Lotes auf dem F, gegentiber-
liegenden Strahl der Geraden LF; eine zu LF, kongruente Strecke LF; angetragen. Es lasst sich leicht
begriinden, dass 1 = B2 = B3 ist und damit F;, Py und Fj auf einer Geraden liegen. Damit erfiillt ¢
die Brennpunkteigenschaft; es muss noch begriindet werden, dass die Gerade t wirklich Tangente an
die Ellipse in Py ist. Dazu zeigt man (wie bereits bei der Parabel), dass aufser Py kein anderer Punkt
von t der Ellipse angehoren kann.

Aufgabe

25. Nimm an, dass die Gerade t aufSer Py einen weiteren Punkt Q mit der Ellipse gemeinsam hat,
und fiihre diese Annahme zum Widerspruch. Nutze dafiir die Definition der Ellipse und die
Ungleichung |QF;| + |QE| > |FF}|. (Begriinde, warum diese Ungleichung gilt.)

Brennpunkteigenschaft der Hyperbel

Bei einer Hyperbel werden die Strahlen, die von einem Brennpunkt ausgehen, so an einem Hyper-
belast reflektiert, als ob sie vom anderen Brennpunkt herkdmen, das heifst:

Fiir jeden Punkt Py einer Hyperbel sind die Winkel, welche die Tangente mit den Geraden F; Py und
F, Py einschliefst, gleich grofs.

Aufgabe

26. Beweise die Brennpunkteigenschaft
der Hyperbel. Zeige dazu, dass die
Winkelhalbierende t des Winkels
Z(F1, Py, F,) in Py mit der Hyper-
bel keinen weiteren Punkt aufser
Py gemeinsam hat, also Tangente
an die Hyperbel ist. Nutze die in
Abb. 25 dargestellte Hilfskonstrukti-
on und gehe analog zum Nachweis
der Brennpunkteigenschaft der Ellip-  Abbildung 25: Brennpunkteigenschaft der Hyperbel
se Vor.

16



8 Exkurs: Zylinderschnitte

Der Schnitt eines (Kreis-)Zylinders mit einer Ebene fiihrt neben den ,trivialen” Schnittfiguren Kreise,
Geraden oder Parallelenpaare zu Kurven, die wie eine Ellipse aussehen. Dass diese Schnitte in der
Tat Ellipsen sind, kann man mithilfe von Dandelin’schen Kugeln oder durch , Nachrechnen” mit
Methoden der Analytischen Geometrie tiberpriifen.

Abbildung  26:
Zylinderschnitte

_2 : , a)
Abb.[26|zeigt ein Modell und die zugehéorige Zeichnung mit den Dandelin’schen Kugeln. Diese haben
denselben Durchmesser wie der Zylinder und beriihren die Schnittfigur in den Punkten F; und F,.
Die Mantellinie durch einen beliebigen Punkt P der Schnittfigur schneidet die Beriihrkreise in den
Punkten T7 und T5. Dasselbe Argument wie bei der Ellipse in Abb. (14| auf S. [7| liefert wieder die
Ortslinienbedingung

|F1P| + |PF2| = |T1P’ + ‘PT2| = |T1T2| = konstant
und die Schnittfigur stellt sich, wie vermutet, als Ellipse heraus.

Der analytische Nachweis der Ellipseneigenschaft ist etwas komplizierter. Wichtigster Startpunkt ist
die Wahl eines addquaten Koordinatensystems (Abb. 27).

Wir gehen davon aus, dass der Radius des Zylinders r =1
sei. Es sei ¢ die Achse des Zylinders und O der Schnitt- A zZ
punkt von ¢ mit der Schnittebene E. Der Vektor €3 sei ein
normierter Richtungsvektor von g, & sei orthogonal zu
e3, parallel zu E und ebenfalls ein Einheitsvektor. Schlief3- e,
lich sei ¢; ein Einheitsvektor, der ¢, und €3 zu einem m
Orthonormal-System ergdnzt. Mit diesem Koordinatensys- e
tem konnen wir die Gleichung =
Z:x*+yP =1
tiir den Zylinder ansetzen. Fiir die Ebene E gilt

m X
E:| O){y] =0 bzw. mx—z =0
-1 z

0 1 Abbildung 27: Koordinatensystem fiir
(man beachte, dass [ 1 | und | 0 | Richtungsvektoren von  die analytische Behandlung von Zy-

m . :
linderschnitten
E sind, wobei m die in Abb.[27langedeutete reelle Zahl ist). '

o
S

Beziiglich des Koordinatensystem {O; €3; é»; €3} gilt also
ENZ:x*+y> =1 und z = m-x.

m 0 —1
nur ein Orthogonal-System ist (zwei der Vektoren sind nicht normiert). Die Koordinaten u, v, w be-
ziiglich dieses Systems hidngen mit x, y, z (beziiglich des alten Koordinatensystems) zusammen {iber

1 0 m
Wir wihlen ein neues Koordinatensystem mit den Basisvektoren | 0 |, ( 1 ) , ( 0 |, das zunichst
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X 1 0 m X =u+w-m
<y>:u- 0 |4+ovo-(1]4w-( 0],also y=v
z m 0 -1 zZ=um-w.

Beziiglich des neuen Systems lauten die Gleichungen fiir EN Z:
(ut+wm?+v>=1und um—w = m-(u+w-m).
Die letzte Gleichung wird umgeformt zu 0 = w- (1 + m?), woraus w = 0 folgt. Es gilt also
ENZ:u?>+v*=1und w = 0.
Affin gesehen sind wir jetzt schon fertig; wir wollen aber noch eine Gleichung beziiglich eines karte-

sischen Koordinatensystems herleiten. Unser Orthogonalsystem wird dazu normalisiert zum Ortho-
normalsystem

1 1 g 1 "
H=——-(0], = , M3 = ——- ,
! V14m2 \'m ’ 0 ’ V1I+m? \—1
beziiglich dessen wir die Koordinaten & = v und @ = 0 haben. Die Koordinate i erhalten wir durch

1 1 1
u-(O)zu-\/1+m2- O)zu-\/1+m2-ﬁ1:ﬁ-ﬁ1:ﬁ-1(0),
m

1
V1+m? <m V1i+m?z \m
. Damit hat die Schnittfigur beziiglich des neuen Orthonormalsystems die Gleichung
72 =2
ENZ: ————+==1und@=0,
(vi+n?)

was die Gleichung einer Ellipse in E darstellt. Fiir m = 0 haben wir, wie es auch sein muss, einen
Kreis. Unsere Ellipse hat die Halbachsen 1 (dies ist der Kreisradius r = 1) und v'1 + m? > 1.

alsou = -4

2

7
3

»Wurstpellen-Abwicklung”

Wir schneiden einen Zylinder mit einem ebenen
Schnitt durch und rollen den Mantel des unteren Teils
auf. Was kann man tiiber die Kurvenform der oberen
Kante des entstehenden ,Vierecks” sagen? Die Ver-
mutung, dass es sich um eine Sinuskurve handelt,
liegt anschaulich nahe, muss aber begriindet werden.

Fiir einen Ansatz ist wieder eine geeignete Koordina-
tisierung der Situation notig: In den drei Teilen von
Abb. 29| wird ein Punkt P der Schnitt-Ellipse in drei
verschiedenen Sichten dargestellt. Der Zylinder habe
den Radius r.

Abbildung 28: ,Wurstpellen-Abwicklung”

B
g ©
s O (P) b) Abbildung 29: Analy-
y se der ,Wurstpellen-
Abwicklung”
P
. x
N I”I‘It 21;71: C)

Aufgabe

27. Weise mithilfe von Abb. [29|nach, dass die Abwicklung durch den Graphen einer Sinus- (bzw.
Kosinus-)funktion beschrieben wird. (Abb. b) zeigt die Ansicht von oben auf den Zylinder
und c) die Abwicklung der Mantelfldche.)
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9 Die allgemeine Scheitelgleichung der reguldaren Kegelschnitte

Mithilfe der Vektorrechnung ist es moglich, systematisch Schnittfiguren einer Ebene und eines Kreis-
kegels zu untersuchen.

Enthilt eine Ebene die Spitze S eines Kreiskegels, so ist leicht zu iiberlegen, dass sich als Schnittfigu-
ren ein einzelner Punkt (ndmlich S), Geraden oder Paare von Geraden entstehen konnen. Diese Fille
werden im Folgenden nicht betrachtet, sondern die requliren Kegelschnitte, die sich als Schnittfiguren
eines Kreiskegels K und einer Ebene ¢ ergeben, die nicht durch die Kegelspitze verlduft.

Um eine allgemeine Gleichung fiir Schnittfiguren einer Ebene und eines Kreiskegels herzuleiten,
kommt der Wahl eines giinstigen Koordinatensystems eine entscheidende Bedeutung zu. Als Koor-
dinatenursprung O wahlen wir denjenigen gemeinsamen Punkt von K und ¢, der von der Kegelspitze
S den geringsten Abstand hat, und als x-Achse die Gerade OA, wobei A der Schnittpunkt der Achse
des Kegels mit ¢ ist; der Punkt A soll auf dem positiven Strahl der x-Achse liegen. Schliefdlich wahlen
wir als y-Achse die zur x-Achse senkrechte Gerade durch O in der Ebene ¢ und als z-Achse die durch
O verlaufende und zu e senkrechte Gerade (siehe Abb.[30|a fiir den Fall, dass ¢ nur eine Kegelhilfte
und Abb. b fur den Fall, dass € beide Kegelhilften schneidet).

Da die Ebene ¢ mit der x-y-Ebene identisch ist, gilt z = 0 fiir jeden Punkt P der Schnittmenge K Ne.
Da O als derjenige Punkt von K M e gewahlt war, der von S den kleinsten Abstand hat, liegt das Lot
von S auf die x-y-Ebene auf der Geraden OA, also auf der x-Achse, es gilt somit ys = 0. Uber die
Koordinaten der Punkte S und P ist somit S(xg;0;zs) und P(x;y;0) bekannt.

Ist P € KNeg, so ist entweder A(S?, S7i) = a (wie in Abb.[30/a) oder A(S?,STZX) = 180°— & (wie in
Abb. b), wobei a der halbe Offnungswinkel des Kegels ist. Es gilt also

cosa = cosA(S?,S‘Z) = )SS_I%H?

bzw. N
cos (180°— ) = —cosa = cosl(ﬁ,S_/i) = ‘?‘)ZA‘ .
Ist 7 der zu SA gleich gerichtete Einheitsvektor, so folgt daraus
SPii = ‘S?) -cosa oder SP-ii = — ‘S?‘ -cosa.
In beiden Féllen ergibt sich durch Quadrieren

(S?-ﬁ)z = ‘S?‘Z - cos?a.
Da auch O ein Punkt des Kegels mit 4(5‘8, §Z) = aist, gilt auch
§5-ﬁ = ‘5'5‘ - COS & .
Wegen 5P = §5+(ﬁ>’ und damit SP - 7i = §5~ﬁ+0?-ﬁfolgtdaraus

(%) )S?"z-cosztx = (‘5‘8‘ -coszx—k(ﬁ%ii)z.

Um zu einer Gleichung der Schnittkurven zu gelangen, werden die in (*) auftretenden Vektoren in

z S(x50;z5)
oL

a) b)

Abbildung 30: Festlegung eines Koordinatensystems fiir die Untersuchung von Schnittfiguren einer
Ebene und eines Kreiskegels
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Komponentenschreibweise eingesetzt. Wegen S(xs;0;zs) und P(x;y;0) ist
—Xg X X—Xx
6~ (5"),00 = (§ ) una 5 - (7).
—Zg 0 —Zg
Da die y-Komponente des Vektors 7i ebenfalls Null sein muss, ldsst sich dieser Einheitsvektor durch

Xn
i = 0 | (mitx?+z2 = 1) darstellen, somit gilt (ﬁv =X xy,.

Zn
Durch Einsetzen dieser Beziehungen in (x) ergibt sich:
(224 x% — 2xx5 + y*+ z2) cos’a = (x% + z2) cos®a + 2xx, cos oy /X2 423 + x%x2.

Durch Vereinfachen dieser Gleichung und Auflsen nach y? ergibt sich

2
2 _ Xn  [2 ., 2 ) Xn ). .2
() Y= 2<coszx x5+zs—|—x5> x + (coszuc 1> x

als Gleichung fiir einen beliebigen reguldren Kegelschnitt. Um diese Gleichung in einer iibersichtli-
cheren Form schreiben zu kénnen, werden zwei Bezeichnungen eingefiihrt:

Xn [ 2 | .2
€= = &4/ Xc+ 2z + Xg.
cosa’ P 5§75 S

Die GrofSe e wird als numerische Exzentrizitit, p als Parameter eines Kegelschnittes bezeichnet. Die
Gleichung (#*) nimmt damit die folgende Gestalt an.

Allgemeine Scheitelgleichung der reguldren Kegelschnitte

Ein reguldrer Kegelschnitt mit der numerischen Exzentrizitdt € und dem Parameter p wird durch

die Gleichung
¥ =2px+ (e2—1)x? )

beschrieben.

Fiir die numerische Exzentrizitdt eines Kegelschnittes gilt ¢ = Eng, wobei 8 der Schnittwinkel zwi-

schen der Ebene und der Kegelachse sowie 2a der Offnungswinkel des Kegels ist (siehe Abb. .
Dies folgt daraus, dass der Schnittwinkel § aufgrund der Wahl des Koordinatensystems der Winkel
zwischen # und einem Einheitsvektor in Richtung der x-Achse ist. Da 7i ebenfalls ein Einheitsvektor
1 cos B

cosa

ist, gilt cosp =1 - 8 = x, und somit & = 5 Da « ein spitzer und B ein spitzer oder ein rechter

Winkel ist, gilt e > 0

Wir untersuchen im Folgenden systematisch in Abhdngigkeit von der numerischen Exzentrizitét ¢,
welche Kurven durch die allgemeine Scheitelgleichung (5) beschrieben werden.

Fall 1: ¢ = 0. Wegene = <F istin diesem Falle cos § = 0, also 8 = 90°; die Kegelachse steht senkrecht
auf der Schnittebene, und die Schnittfigur ist ein Kreis. Setzt man ¢ = 0 in die Gleichung (5) ein,
so ergibt sich ) ) ) X
y2=2px—x* = p>—(x—p)* bzw. (x—p)?*+y* =p?
also tatsdchlich die Gleichung eines Kreises mit dem Mittelpunkt M(p;0).

Fall 2: 0 < ¢ < 1. In diesem Falle miisste anhand anschaulicher Uberlegungen wegen 2225 <1 (und

daher cos B < cosa, also B > ) eine Ellipse entstehen. Mit k = — (& — 1) (also k > 0) nimmt
die Gestalt

2
y?* = 2px —kx? :%—P

2 2 _p\2
Prk(x=0) = E g L

an. Es handelt sich um die Gleichung einer Ellipse in achsenparalleler Lage, siehe S. 2.

Fall 3: ¢ = 1. In diesem Falle sind der Schnittwinkel g zwischen der Ebene und der Kegelachse und
der halbe Offnungswinkel « des Kegels gleich grof. Die Scheitelgleichung (5) erhalt die Form

v =2px,
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beschreibt also eine Parabel.

Fall 4: ¢ > 1. In diesem Falle ist 8 < «, anhand anschaulicher Uberlegungen miisste als Schnittfi-
gur eine Hyperbel entstehen. Durch die Umformung der Scheitelgleichung (5) lasst sich dies
bestitigen. Setzt man k := ¢ — 1 (also k > 0) so nimmt (5) die Gestalt

2 2 2 2
2 _ 2 _ PP 2 _ _ P P
v =2pxtked = -~ bdopx itk . +k(x+k),
2
PV P (tp)” v
k(x+k) v=7 bzw. %; 72 =1

an. Diese Gleichung beschreibt eine Hyperbel in achsenparalleler Lage.

Mit dieser Herleitung wurde die Rechtfertigung dafiir erbracht, Kreise, Ellipsen, Parabeln und Hy-
perbeln als Kegelschnitte zu bezeichnen und gleichzeitig gezeigt, dass Schnitte eines geraden Kreis-
kegels und einer Ebene, die nicht durch die Kegelspitze verlduft, stets Ellipsen (bzw. speziell Kreise),
Hyperbeln und Parabeln sind.

10 Quadratische Formen

Wenn wir die Kegelschnitte Ellipse, Parabel und Hyperbel mit ,algebraischen” Augen betrachten, so
fallt auf, dass jede Kurve eine Gleichung f(x,y) = 0 hat, bei der die Variablen hichsten in der Potenz

2 auftreten: In ihrer einfachsten Form waren es y = x? fiir die Parabel, ’a‘—i + %z = 1 fiir die Ellipse und

(je nach Wahl des Koordinatensystems) ;‘—; — Z—z = loderauchy = %, also x - y = 1, fiir die Hyperbel.
Welche ,allgemeine” Gleichung umfasst alle konkreten Beispiele? Die allgemeine Aufgabe lautet,

man bestimme alle Punkte der Ebene, deren Koordinaten einer quadratischen Gleichung
a-x2+b~x‘y—|—c-y2+d-x+e-y—|—f:O

mit Koeffizienten a,b,¢,d, e, f € R sowie mit Variablen x und y gentigen. Die linke Seite dieser Glei-

chung nennt man eine quadratische Form in R?, die Losungsmenge der Gleichung eine Kurve zweiter

Ordnung oder eine (zweidimensionale) Quadrik. Eine ,echte” quadratische Form liegt natiirlich nur

vor, wenn mindestens einer der Koeffizienten a, b oder ¢ ungleich Null ist. Die drei bekannten Kurven
sind Kurven zweiter Ordnung und damit Losungsmengen geeigneter quadratischer Formen.

Auf den ersten Blick erwartet man, dass eine quadratische Form mit ihren sechs Parametern zu neuen
Kurven fiihrt. Wir werden jedoch sehen, dass das nicht so ist, sondern dass wir schon alle moglichen
Losungsmengen kennengelernt haben. Der , Trick” zum Nachweis wird darin bestehen, dass man
eine vorgegebene quadratische Form durch Wahl eines passenden Koordinatensystems auf eine der
bekannten ,,Normalformen” bringt.

Die folgende Klassifikation ist nicht die mathematisch eleganteste FormE] sie hat dafiir den Vorteil
der Elementaritdt. Wir verdndern jeweils die Basis durch (affine) Basistransformationen, wobei wir
am Ende genau die bekannten Kegelschnitte bekommen. Dass wir affine und keine kartesischen
Koordinatentransformationen verwenden, dndert den Typ dieser Kurven nicht.

Wir gehen von der Gleichung
a-x*+b-x-y+c-y*+d-xte-y+f=0
fur die Punkte einer Quadrik aus. Durch geeignete Koordinatenwechsel vom System {x,y} in ein

System {x’,y’} vereinfachen wir diese Gleichung und gelangen zu den schon bekannten Kegelschnit-
ten. Wir gehen schrittweise vor:

a. Esgeltea = b = c = 0. Jetzt ist die Quadrik je nach dem Wert von d, e und f eine Gerade, die
leere Menge oder ganz R>.

b. Ista = 0, aber ¢ # 0, so kann man durch Vertauschen von x und y erreichen, dass der Koeffizi-
ent bei x? ungleich Null ist.

2Der mathematisch befriedigende, da verallgemeinerbare Weg fiihrt iiber die Darstellung Q(¥) = T - A - ¥ + b-X+c
mit einem Vektor X, seiner Transponierten 7T einer symmetrischen Matrix A, einem Koeffizientenvektor b und einer reellen
Konstanten c einer quadratischen Form Q. In unserem Fall sind Matrix und Vektoren zweidimensional. Der allgemeine Fall
ist n-dimensional mit ,Hyperflichen 2. Ordnung” oder , Quadriken” im R". Die Klassifikation der Quadriken geschieht
dann durch geeignete Basistransformationen, wobei die 1 reellen Eigenwerte der symmetrischen Matrix A die wesentliche
Rolle spielen.
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c. Wenn a = ¢ = 0, aber b # 0 ist, so fithren wir durch x = x’ und y = 1’ + i’ neue Koordinaten
x',y" ein. Unsere Gleichung wird jetzt zu

box-y+...=b-x - (X+y)+...=b-x+b-x -y +...

d. Nach b. und c. kénnen wir voraussetzen, dass der neue Koeffizient a bei x2 ungleich Null ist.
Nach Division der Gleichung durch 4’ kénnen wir ab jetzt annehmen, dass fiir den Koeffizien-
ten bei x? gilta = 1.

e. Wir schreiben wieder x, y anstelle von x’, y'. Jetzt haben wir die quadratische Form

P4b-x-y+e-yP+d-xte-y+f.

Die Transformation x = x’ — § -/, y = ' bewirkt

2
PAb-x-ytey?+... = (x’—i-y’) +b-<x/—;-y’>-y'+c-}/2+...

_ 7 ! / ﬁlz / /_b72/2 2
= x b-x-y+4y +b-x -y 7Y +cycH+...
— le_l_Cl.y/Z_i_‘”

d. h. dass das gemischte Glied x’ - ' verschwindet. Wieder mit den alten Variablen-Namen
haben wir jetzt die quadratische Form

2 . 2 . .
erreicht. ¥Acy td-xtey+f

f. Die nichste Transformation lasst den Term mit x verschwinden: Wir setzen hierfiir fiir die neu-
en Variablen x = x" — %, y = y'. Damit nimmt unsere quadratische Form die Gestalt

Prcyrtey+f

an. Fur y ist dieser Trick allerdings nur anwendbar, wenn ¢ # 0 ist. Wir miissen jetzt also eine
Fallunterscheidung in ¢ = 0 und ¢ # 0 durchfiihren.

¢ = 0: Damit haben wir die quadratische Form x? + ¢ - y + f. Gilt auch e = 0, so haben wir die
einfache Gleichung x> + f = 0 zu untersuchen. Ist f < 0, so ist die Lésungsmenge ein Paar
von zwei Parallelen zur y-Achse, fiir f = 0 die y-Achse und fiir f > 0 die leere Menge.
Gilt dagegen e # 0, so erhalten wir die Gleichung y = _71 - (x? + f), deren Losungsmenge
eine Parabel ist.

¢ # 0: Analog zu Schritt f. setzen wir x = x’ und y = ¥’ — 5%. Dies bewirkt, dass auch der Term
mit y verschwindet. Wieder mit den alten Variablen-Namen haben wir die Gleichung

Pt P+ f=0
erhalten. Diese Gleichung hat die folgenden Losungsmengen:

- Fiir ¢ > 0 gibt es die drei Fille leere Menge fiir f > 0, den Punkt P(0 | 0) fiir f = 0
und eine Ellipse fiir f < 0.

- Fiir c < 0 und f = 0 haben wir das Paar sich schneidender Geraden x = £+/—c - .

Fiir c < 0und f # 0 formen wir die Gleichung weiter um zu

(x=V—cy)- (x+V=c-y)=—f,

deren Losungsmenge sich nach der letzten Tranformation
x'=x—+/—c-y, y = x+/—c-yals Hyperbel erweist.

Die Analyse hat gezeigt, dass die quadratischen Formen (bis auf Trivialfdlle) genau die Kegelschnitte
beschreiben.
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Lésungen der Aufgaben

1. Oberer Ast: z = cota - /x% + y2
Unterer Ast: z = —cota - 1/x2 + 12

2. a) Fir die Hauptscheitel S; und S, gilt
|F1S1| + |B2S1| = (a—e)+ (a+e) = 2a,
|F1So| + |R2S2| = (a+e)+ (a—e) = 2a.
Da die Hauptscheitel selbst Punkte der Ellipse sind, muss wegen der Ortsdefinition der
Ellipse fiir alle Punkte P der Ellipse die Behauptung |F; P| + |F,P| = 2a erfiillt sein.

p s,
b) Nach a) gilt fiir einen Nebenscheitel S3: .
.
|FiS3 + |E:Ss| = 2a. & Z)
Da |F;S3| = |FS3| sein muss, hat die Hy- sl F M ro\s
potenuse des Dreiecks AMF,;S3 die Lange a. 1 e LT : 2;
Wegen |MS3| = b und |MF;| = e ergibt sich \ ate -
die Behauptung daher aus dem Satz des Py-
thagoras.
S,

3. Fiir ||F;P| — |RP|| = 0 beschriebe die Definition eine Gerade (die Mittelsenkrechte der Strecke
F F). Somit wiirde es sich nicht mehr um eine ,echte” Hyperbel handeln; daher wird dieser
Fall durch die Definition ausgeschlossen.

4. Die Giiltigkeit der Gleichung ||F;S1|—|F2S1|| = 2a ist anhand von Abb. 8| sofort ersichtlich.
Wegen der Definition der Hyperbel muf8 dann fiir jeden ihrer Punkte P gelten: ||F;P| — |RP|| =
2a.

5. Es ist zu zeigen, dass ||F; P| — |, P|| fiir alle Punkte P(x; 1) mit x € R, x # 0 gleich, also unab-
hingig von x ist. Wir berechnen dazu (|F;P| — |F,P|)*:

(IFP| = [RP])* = <\/(ﬂ—x)2+ (va-1) - Jeva=e) '+ (- f-i)2>
= (vVa) '+ (V=) 4 (vVaex)'+ (veel)’
(" () (2 (201

Der Ausdruck unter der letzten Wurzel lasst sich zu x* + % + 2 vereinfachen. Damit (und nach
Vereinfachung der dartiber stehenden Zeile) ergibt sich

(IEP| = |BP|)? = 8+2x2+2% — 2, /x* + L +2
=8+2x242% —2 (x*+ %) = 8.
Es gilt somit ||F; P| — |F,P|| = +/8 fiir alle Punkte P des Graphen der Funktion f mit f(x) = %
Alle Punkte des Funktionsgraphen gehoren somit zu der Hyperbel mit den Brennpunkten F;

und F, sowie dem Abstand der Scheitelpunkte 2a = v/8 = 21/2. Ohne Beweis sei angemerkt,
dass umgekehrt alle Punkte dieser Hyperbel auch Punkte des Funktionsgraphen sind.

6. Fiir die Abstande der Punkte P; und P, von der Leitlinie / gilt (unter Verwendung der Bezeich-
nungen aus Abb.[10): d(Py,1) = d(P,, 1) = |LF| = p.
Nach der Definition der Parabel ist dann |FP;| = |FP;| = p und somit |P; ;| = |FP;| + |FP,| =
2p.



. Fiir die Absténde eines beliebigen Punktes P(x; ax?) vom Brennpunkt und von der Leitlinie gilt
’PF’ZIXZ—F(HXZ—L)ZZ x2+a2 4 x2+162 — a2x4+1x2+
d(P,1))* = (ax* + ﬁ)z = a?xt+ 12+
Beide Abstidnde sind also gleich.

1642’

16&12 '

. Da S ein Punkt der Parabel ist, gilt |SF| = d(S, ). Weiterhin ist L der FuSpunkt des Lotes von S
auf | und somit |SF| = |SL|. Aus |LF| = p folgt damit die Behauptung |LS| = |SF| = §.

. a) 9x? + 25y% = 225 b) 4x? +13y* = 52

c) 9x2 + 25y% = 900 d) 3x% + 4y> = 48

.a=10,b=8, e =6, Fi(-6,0), F2(6;0)

. Sei P(x;y) ein Punkt mit Z—; + Z—i = d > 1. Dann liegt der Punkt Py(xo;yo) mit xo = ﬁ und
Yo = % mit P auf einer Geraden durch den Mittelpunkt M der Ellipse und hat von M den

Abstand \/xO +y5 = \/ x? +y?, also einen kleineren Abstand als P. Weiterhin gilt -3 X + y—(z) =

da2 de = d = 1. Py ist also ein Punkt der Ellipse der zwischen M und P liegt; P liegt somit
auflerhalb der Ellipse.

Fiir Punkte innerhalb der Ellipse ldsst sich der Beweis (mit d < 1) v6llig analog fiihren.

. Eine Gleichung der verschobenen Ellipse ist (x 3) + % =1.
7A

. Es sei P ein beliebiger Punkt der Hyperbel und P’ der FuSpunkt des Lotes von P auf die x-
Achse. Falls P keiner der beiden Hauptscheitel ist, so sind AF; PP’ und AF,PP’ rechtwinklige
Dreiecke mit |PP’| = |y|, |F1P'| = |e—x| und |F,P'| = |e+x]| oder |FP'| = |e+x| und |RP'| =
le—x|. In den Dreiecken AF; PP’ und AF, PP’ gilt nach dem Satz des Pythagoras:

|FiP| = /y?> + (e — x)?, |RP| = /y*+ (e + x)?> oder

[Pl = Vy?+ (e+x)?, [RP| = y? + (e —x)?.

In beiden Fillen ist

IBP| = [BP| = |v/y? + (e =27 =y + (e + 27

und wegen Satz auf S. [4]
VP e = P (et x| =20

Fiir den Fall, dass P einer der beiden Hauptscheitel ist, kann die Giiltigkeit von (1) ebenfalls
sehr leicht gezeigt werden. Quadrieren von (1) ergibt

@) v Hle—2) T2+ (e+2)? =2V + (e —xP VY + (e +x)? = 4a?

bzw.



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

3 ViE+(e—x2Vy2+(e+x)? =y +e* +x -2
Durch Quadrieren von (3) erhalten wir
(VP4 (e—x)?2) (P +(e+x)?) = (P+e+22— 2a2)2 )
woraus durch Vereinfachen

—2x% = g* —12a? — 22 — x2a?

bzw.
(a2 . 62)x2 + azyz _ a2(a2 . 62)

wird. Wir ersetzen e? — a2 durch b? und erhalten

2,2 4 2.2 23,2 2y

—b°x* +a‘y® = —a‘b- bzw. a—z—?:l.
a) 9x% — 16y% = 144 b) 5x% — 7y? = 17
2P
S A—
3 5
Ein derartiges Quadrat ldsst sich fiir alle Hyperbeln mit a <b finden. Die Koordinaten der vier
Eckpunkte sind x = & \/bgbfbﬂ und y = j:\/%. Die Seitenldnge betréagt \/%

aA)y>?=8x by*=12x ) y* = —4x

Es existieren zwei Parabeln, welche die Bedingungen erfiillen. Ihre Gleichungen sind y*> = x
und y? = —x.

a)F(5,0), I:x=-5 b) F(—0,25;0), I:x=0,25
c) F(0;0,25), I:y=—0,25

p =36
AM(=2;-3),a=2,b=1  bB)M(33), a=3V2,b=;
Ay =4 yo=—4 h: —fH+E=1 b —fH-E=1

b)y01=9, y02=—9, 1 : x+y:25, ty: x—y:25

Graphische Darstellungen (angefertigt mit Maxima):
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a) 10x + 12y = 64 b) 5x + 4y = 44

a)y =2x+0,25 b)y=x+0,5



25. Aus der Dreiecksungleichung und der Annahme, dass der Punkt Q ein anderer Punkt sein soll
als Py, folgt

(1) |QF| + |QF:| > |FiF|.

Da t Mittelsenkrechte der Strecke FFj ist und Q ein
Punkt von ¢, gilt

(2) Q| = |QF;|.

Aus (1) und (2) ergibt sich:

QR |+ |QR| = |QR|+[QE| > |[AE| = [RE| + [P E]
bzw. |QF | + |QF| > 2a.

Q ist demnach kein Punkt der Ellipse. Die Gerade t hat
somit nur einen Punkt mit der Ellipse gemeinsam, ist al-
so Tangente.

26. Von F; wird das Lot auf die Winkelhalbierende t gefdllt und vom FufSpunkt L dieses Lotﬁ
auf dem F, gegeniiberliegenden Strahl der Geraden LF; eine zu LF, kongruente Strecke LF,
angetragen. Es gilt daher LF, = LF}, K,F, 1L t und 1 = B,. Da weiterhin t Winkelhalbierende

des Winkels Z(Fy, Py, F») ist, muf8 F,” auf der Geraden F; P liegen.
(1) QR | - |QF| < |[RE|.

Wir nehmen an, dass t aufSer Py noch einen
anderen Punkt Q enthilt, der ebenfalls der
Hyperbel angehort. Aus der Dreiecksunglei-
chung und der Annahme Q # Py folgt

Da t Mittelsenkrechte der Strecke F,F] und
Q ein Punkt von ¢ ist, gilt

(2) |QR| = |QF,|.
Aus (1) und (2) ergibt sich:
|QF1’ — ’QFZ’ = ‘QFl‘ — |QF2/’ < ‘F1F2/| = ’P()Fl‘ — ‘pon‘ bzw. ‘QFl‘ — |QF2’ < 2a.

Q ist demnach kein Punkt der Hyperbel. Somit kann die Winkelhalbierende ¢ mit der Hyperbel
keinen weiteren Punkt aufSer Py gemeinsam haben und ist daher Tangente.

B
4 ©)
s ®) b)
0 Abbildung
y
P
. X
S T 2rt ©)

Der Punkt P der Ellipse hat in Abb. [29| a) die Hohe & {iber dem zugehorigen Schnittkreis.
Abb. 29| b) zeigt die Ansicht von oben auf den Zylinder und c) die Abwicklung der Mantel-
o«

flache. Den Winkel « = £ (AMQ) kann man wegen T ﬁ, wobei s der zugehorige Kreis-

bogen ist, darstellen als & = ; Die Hohe & findet sich ebenfalls im Dreieck ABC; der zweite
Strahlensatz ergibt



h  a H
E_Z’ also h—gﬂ

Eine trigonometrische Uberlegung in Abb. b) ergibt
a=r—r-cos(a) =r- (1—cos (;))

Zusammen folgt die Kurvengleichung

o= (1 ().

so dass tatsachlich eine Sinuskurve vorliegt.
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