Linearkombinationen, lineare Hiillen, Erzeugendensysteme,
lineare Abhangigkeit

Linearkombinationen

Sind zwei Vektoren if und ¥ gegeben, so lassen sich weitere Vektoren ¥ aus diesen durch Multiplikation mit
reellen Zahlen und anschliefende Addition erzeugen:

X=Aui+puv
Dieses als Linearkombination bezeichnete Prinzip der Bildung von Vektoren aus gegebenen Vektoren ldsst sich
fiir beliebig viele Vektoren verallgemeinern.

Definition:

Als Linearkombination der Vektoren iiy, iy, . . ., ii; bezeichnet man einen Vektor ¥ mit
k

X = Meilp+Apilp+ -+ Aty = Z)\l"ﬁ,’ (mit)\1,/\2, o AL E ]R)
i=1
Bemerkung: Da Ay, Ay, ..., Ay beliebige reelle Zahlen sein konnen, gibt es zu jeder Menge von Vektoren, die
nicht leer ist und nicht nur aus dem Nullvektor besteht, unendlich viele Linearkombinationen.

Lineare Hiillen von Vektormengen

Definition:

Als lineare Hiille von Vektoren i1, ify, . . ., ify bezeichnet man die Menge aller Linearkombinationen dieser Vek-
toren:

k
(i1, i, ..., i) = {Z)\i'ﬁi
iz

)\1,...,/\]( E]R}.
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Beispiel: Die lineare Hiille der Vektoren ii; = ( i) und if, = <;> ist die Menge
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U1, i0) = S Al 2 +A- -1
(ify, iip) | 2 (]
Satz:

Es seien iy, iy, . . ., #l; Vektoren eines VR V. Dann ist die lineare Hiille (i1, iy, . . ., #l) ein Unterraum von V.

Satz:

Es seien iy, . .., #; Vektoren eines Vektorraumes V. Dann ist die lineare Hiille (ify, ..., ily) der kleinste Unter-
raum von V, der ify, . .., ify enthdlt, d.h.: Ist Uein beliebiger Unterraum von Vmit iy € U, ..., € U, so gilt
(#i1, o, ..., H;) C U.

A, A € ]R}

Erzeugendensysteme
Definition:
Eine Teilmenge E eines Vektorraumes V heifSt Erzeugendensystem von V, wenn sich jeder Vektor 7 € V als
Linearkombination von Vektoren aus E darstellen 14sst.
Satz:
Essei E = {e};€);...; ¢} ein Erzeugendensystem eines Vektorraumes V.
a) Sind zwei Vektoren &, ¢; € E (i # j) kollinear und ist &; # 8, so istauch E '\ {E']} = {&;.. 818415 8}
ein Erzeugendensystem von V.

b) Sind drei Vektoren €;,¢j,¢) € E (i#],i#1,j# 1) komplanar und sind €; und ¢; nicht kollinear, so ist auch
E\{e} = {&;...;8_1;8.1;...;¢} ein Erzeugendensystem von V.

Lineare Abhingigkeit und Unabhingigkeit
Definition:
Eine Menge {iiy; ily; .. .; i} von Vektoren eines Vektorraumes V heift linear abhingig, wenn sich der Null-

vektor auf nicht triviale Weise als Linearkombination der Vektoren if1, i, ..., i, darstellen ldsst, d. h. wenn
A1, A2, ..., Ak € R existieren, von denen fiir mindestens ein 7 (mit 1 <7 <k) A; #0 ist, so dass gilt:

k
Z Ajil; =0.
i=1
Eine Vektormenge {ii; if; . . . ; ii} } heif8t linear unabhiingig, wenn sich der Nullvektor nur auf triviale Weise als
LK der Vektoren iy, ii, . . ., ii), darstellen lasst, d. h. wenn aus Z{-‘Zl Ajil; =0 folgt Ay =Ar=...= A, =0.

Satz:
Enthilt eine Menge M von Vektoren den Nullvektor, so ist M linear abhéngig.



Wir merken an, dass insbesondere die Menge M = {0}, die nur aus dem Nullvektor besteht, trivialerweise
linear abhéngig ist.

Satz:

a) Fiir eine beliebige linear unabhéngige Menge M von Vektoren ist jede Teilmenge N C M ebenfalls linear
unabhéngig.

b) Sind M und N Mengen von Vektoren mit M C N und ist M linear abhidngig, so ist N ebenfalls linear
abhingig.

Bemerkungen:

e Wenn sich ein Vektor ¥ als Linearkombination von Vektoren ify, ..., ii; darstellen ldsst, sagt man, der
Vektor X ist von den Vektoren iiy ..., il linear abhingig. Ist dies nicht der Fall, so ist ¥ von den Vektoren
if1, ..., iy linear unabhingig. Es gilt also: Eine Menge M von Vektoren ist genau dann linear abhingig, wenn ein
Vektor in M existiert, der von den restlichen Vektoren von M linear abhiingig ist.

e Die Formulierung ,wenn ein Vektor in M existiert, der sich als Linearkombination der restlichen Vekto-
ren von M darstellen lasst” beinhaltet nicht, dass nur ein Vektor mit dieser Eigenschaft existieren muss.
Meist ist sogar die Mehrzahl der Vektoren einer linear abhédngigen Vektormenge von den jeweils verblei-
benden Vektoren linear abhingig. Genauer ausgedriickt lassen sich alle Vektoren ii;, deren Koeffizienten
A; bei der Darstellung Zi'(:l Ajil; = 0 von Null verschieden sind, als Linearkombinationen der jeweils
restlichen Vektoren darstellen. Dies wird in dem ersten Teil des Beweises von Satz ?? deutlich: i; kann
jeder Vektor sein, fiir den A; #0 ist.

Satz:

Es seien M = {iiy;...;1i;} eine linear unabhingige Menge von Vektoren eines Vektorraumes V und 7 ein
beliebiger Vektor aus V. Dann folgt aus

k
)\1' ﬁi und U = Z Wi _’i
1 i=1

7 =

o
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stets A; =p; fir alle i mit 1 <i<k.

Bemerkung: Der Satz | sagt aus, dass die Koeffizienten bei der Darstellung eines Vektors als Linearkombination
einer Menge linear unabhiingiger Vektoren eindeutig bestimmt sind.

Aufgaben
1. Uberpriifen Sie, ob die folgenden 2 x 2-Matrizen als Linearkombinationen der Matrizen (1 O) und

11
11 . 12 53
(Ol)darstellbarsmd. a) A:(34) b) BZ(ZS)

1 1 1
2. Zeigen Sie, dass die Vektormenge E = { (8 ) ; ((1) > ; ( % ) } ein Erzeugendensystem von R3 ist.

3. Weisen Sie nach: Sind U und V lineare Unterrdume sowie Ey; = {ify;...; iy} und Ey = {¥3;...; 0y} Er-
zeugendensysteme von U bzw. V, so ist die Summe der Unterrdume U und V identisch mit der linearen
Hiille der Vektormenge E;y U Ey, d.h. U+V = (ify,..., U, 01,...,Om).

1 2 3 —4
4. Zeigen Sie, dass die Vektoren 4 = (%), b= ( %), ¢ = ( %), d = ( é) linear abhédngig sind und
0 -1 -1 3
tiberpriifen Sie, welche(r) der Vektoren sich als Linearkombination der jeweils drei anderen Vektoren
darstellen ldsst/lassen.

5. Folgt aus der linearen Unabhéngigkeit von zwei Vektoren i/ und ¥ auch die lineare Unabhingigkeit von
i—dund il +79?

6. Folgt aus der linearen Unabhéngigkeit dreier Vektoren i, ¥, @ auch die lineare Unabhédngigkeit der drei
Vektoren i + 0+ @, i + T, 1+ W0?

7. Gegeben sind die folgenden Unterrdume von R%: U = << % )>, U, = << % ),(7% )>, Us = <<7é >>
Welche der folgenden Aussagen ist (sind) richtig?
a) { ( :i > } ist ein Erzeugendensystem von U N Us.

b) { ( i ) } ist eine linear unabhingige Teilmenge von U,.
c) Esgilt (U; U U3) = R2.

8. Beweisen Sie den folgenden Satz: Ist eine Vektormenge {iis; . . .; i) } linear unabhéngig und ist ein Vektor
gvon {ify;...; i} linear unabhédngig, so ist auch die Menge {ify; .. .;iy; U} linear unabhingig.



