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Serie 10 (30 Punkte)

Aufgabe 1 (10 Punkte)
Wir betrachten die Menge

Q = {a € C|a algebraisch iiber Q}.

(a) Zeigen Sie, dass Q mit der von C induzierten Addition und Multiplikation ein Korper
ist.

(b) Beweisen Sie unter Verwendung des Fundamentalsatzes der Algebra, dass Q algebra-

isch abgeschlossen ist, d.h. dass die Nullstellen eines Polynoms positiven Grades in
Q[X] wieder in Q liegen.

Hinweis: Verwenden Sie dazu das Ergebnis der Aufgabe 1 (a) aus Serie 9.
(c) Zeigen Sie, dass Q eine algebraische, aber keine endliche Erweiterung von @ ist.

Den Kérper Q nennt man algebraischen Abschluss von Q.

Aufgabe 2 (10 Punkte)

Welche der folgenden Kérpererweiterungen sind normal?
) Q(V2 + V/3) iiber Q.
) Q(V2 + V/3) iiber Q.

(¢) Q(V2) iiber Q(v2).

(d) Fs[X]/(X2+ X — 1) iiber Fs.
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Aufgabe 3 (10 Punkte)

Es seien E eine Galois-Erweiterung iiber dem Kérper K und G = Gal(E/K) die zugehorige
Galois-Gruppe. Wir betrachten die Mengen

K={L|K C L C E Zwischenkorper},
G = {H | H < G Untergruppe}.

Nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie besteht eine bijektive Zuordnung ¢: K — G,
induziert durch die Zuordnung

o(L) =G =Gal(E/L) (L €K).
Es seien nun Ly, Ly € K und H; = p(L;) € G (j = 1,2). Beweisen Sie:

(a) Im Rahmen der obigen Korrespondenz besteht die Aquivalenz:
[LCLy, <= H;2DH,.

(b) Bezeichnen wir mit L; - Ly das Kompositum von Ly mit Lo, d.h. den kleinsten Unter-
kérper von F, der sowohl L; als auch Lo umfasst, so gilt (L - Ls) = Hy N H,.

(c) Fiir L € K und o € G besteht die Gleichheit Gal(E/o(L)) = 0 o Gal(E/L) oo™



