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Serie 1 (30 Punkte)

Aufgabe 1 (10 Punkte)

Es seien G eine Gruppe und N < G ein Normalteiler in G, d.h. es gilt N < G und
go N = N og fiir alle g € G. Zeigen Sie, dass die Eigenschaft go N = N o g fiir alle g € GG
zu den drei folgenden Aussagen dquivalent ist:

(i) Esgilt goNog™! =N fiir alle g € G.
(ii) Es gilt go Nog ! C N fiir alle g € G.

(iii) Es gilt: gonog™ € N fiir alle g € G und fiir alle n € N.

Aufgabe 2 (10 Punkte)

Es seien n eine positive natiirliche Zahle und S,, die symmetrische Gruppe zu n Elementen.
Die Abbildung

sgn: S, — {1}
sei durch die Zuordnung m +— sgn(7) gegeben.

(a) Stellen Sie die Permutationen 7, m € Sg, welche durch die Zuordnungsvorschriften
(123456 (123456
m=3456 12 " ™7 246153
gegeben sind, als Produkt von Transpositionen dar. Geben Sie zudem die Zuordnungs-
vorschrift fiir die folgenden Permutationen an:
Mg = T O My, Ty :=To O, T5: = 7T1_1, Tg = 7r2_1.

Bestimmen Sie weiter das Signum sgn(r;) fir j =1,...,6.



(b) Beweisen Sie, dass die Abbildung sgn ein Gruppenhomomorphismus ist, d. h. dass fir
alle m, 7" € S,, die Gleichheit

sgn(mo ') = sgn(n) - sgn(n')
besteht. Folgern Sie daraus, dass fiir alle 7 € S, die Gleichheit sgn(7~') = sgn(r) gilt.

(c) Zeigen Sie, dass die alternierende Gruppe A, gegeben durch
A, = {m € S, |sgn(r) =1},

ein Normalteiler in .S, ist.

Aufgabe 3 (10 Punkte)
Wir betrachten die Menge G der oberen Dreiecksmatrizen in GLy(Z), d. h. die Menge

o u-(o )

sowie die Teilmenge
1 b
N.-{M-(O 1>‘bGZ}§G.

(a) Zeigen Sie, dass G beziiglich der Matrixmultiplikation eine Gruppe bildet.

a,b,d € Z, det(M) = j:l}

(b) Zeigen Sie, dass N ein Normalteiler in G ist.



