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Serie 6 (30 Punkte)

Aufgabe 1 (10 Punkte)

(a) Finden Sie alle Gruppenhomomorphismen
[+ (Re, ®) — (Re, D).
Bestimmen Sie jeweils Kern und Bild dieser Gruppenhomomorphismen.
(b) Zeigen Sie, dass die Gruppen (Rg, @) und (R7 \ {0}, ®) zueinander isomorph sind.

(c) Es seien p # g zwei Primzahlen. Beweisen Sie: Ist f: (R,, ®) — (R, @) ein Grup-
penhomomorphismus, so muss fiir alle n € R, die Gleichheit f(n) = 0 gelten.

Aufgabe 2 (10 Punkte)

(a) Zeigen Sie: Ist f: G — H ein Gruppenhomomorphismus und N < H ein Normal-
teiler in H, so ist das Urbild f~}(N) von N unter f ein Normalteiler in G.

(b) Betrachten Sie die Untergruppe U = {d°,d?, s, 54} < Dg, die die Identitét, die
Drehung um den Winkel 7 und die Spiegelungen ss, s4 an den beiden Seitenhalbie-
renden des Quadrats enthélt. Stellen Sie die Gruppentafel von U auf. Verwenden
Sie Aufgabenteil (a), um zu zeigen, dass U ein Normalteiler in Dg ist, indem Sie
einen injektiven Gruppenhomomorphismus f: Dy — Sy angeben.

(c) Zeigen Sie: Ist f: G — H ein surjektiver Gruppenhomomorphismus und N < G
ein Normalteiler in G, so ist das Bild f(N) von N unter f ein Normalteiler in H.
Finden Sie ein Gegenbeispiel fiir diese Aussage, falls f nicht surjektiv ist.



Aufgabe 3 (10 Punkte)

(a) Gegeben sei die Untergruppe N = {0,4} < (Rs,®). Zeigen Sie, dass N ein Nor-
malteiler in (Rg, @) ist und verifizieren Sie die Isomorphie (Rs/N, ®) = (R4, ®).

(b) Zeigen Sie allgemein: Es seien m, n, r natiirliche Zahlen mit » = m - n. Dann gibt es
einen Normalteiler N < (R,,®) mit N = (R,,®), und es besteht die Isomorphie
(Re/N, @) = (R, ®)-



