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Serie 7 (30 Punkte)

Aufgabe 1 (10 Punkte)

Wir definieren auf der Gruppe der ganzen Zahlen

(Z,+), gegeben durch die in der Vorle-
sung eingefithrten Aquivalenzklassen [a, b] mit (a, b)

€ N x N, eine Multiplikation durch
la,b] - [a, V] == [aa" + DV, ab’ + a'b] (a,b,a’, V' € N),

wobei rechter Hand auf die Multiplikation natiirlicher Zahlen zurtickgegriffen wird.

Zeigen Sie, dass die derart definierte Multiplikation unabhéngig von der Wahl der Repra-
sentanten ist. Beweisen Sie weiter eines der beiden Distributivgesetze.

Aufgabe 2 (10 Punkte)
(a) Zeigen Sie, dass die kommutative Halbgruppe (N \ {0}, ) regulér ist.

(b) Wenden Sie die Konstruktion einer Gruppe (G, o) aus einer kommutativen reguléren
Halbgruppe auf die Halbgruppe (N \ {0},) an. Welches ist die zugrunde liegende
Aquivalenzrelation? Wie ist die zugrunde liegende Verkniipfung definiert? Mit wel-
chem Zahlbereich kénnen Sie die so konstruierte Gruppe (G, o) identifizieren, d. h.
zu welchem Zahlbereich ist (G, o) isomorph?

(c) Sind die Halbgruppen (N,+) und (N '\ {0},-) zueinander isomorph? Sind die aus
(N,+) und (N '\ {0},) konstruierten Gruppen (Z,+) und (G, o) zueinander iso-
morph? Begriinden Sie.

Aufgabe 3 (10 Punkte)

Zeigen Sie, dass die Ordnungsrelation ,, <“ auf der Menge der ganzen Zahlen Z die beiden
folgenden Regeln erfiillt:

(a) Fir alle a,b,c € Z gilt mit a < bauch a+c <b+c.



(b) Fiir alle a,b,c € Z gilt mit a < b die Ungleichung

a-c<b-c fallsc>0 bzw. a-c>b-c, falls c <O.

Hinweis: Man beweise zuerst, dass fiir zwei Zahlen a,b € Z die Relation a < b dquivalent
zur Relation b — a > 0 ist.



