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Serie 9 (40 Punkte)

Aufgabe 1 (10 Punkte)

(a) Es sei K ⊆ L ⊆ E eine Kette von Körpererweiterungen. Zeigen Sie, dass E/K genau
dann algebraisch ist, wenn sowohl E/L als auch L/K algebraisch sind.

(b) Es seien E/K eine Körpererweiterung und α, β ∈ E algebraisch über K.
Beweisen Sie die Ungleichung

[K(α, β) : K] ≤ [K(α) : K] · [K(β) : K].

Zeigen Sie, dass im Fall ggT([K(α) : K], [K(β) : K]) = 1 sogar die Gleichheit gilt.

Aufgabe 2 (10 Punkte)
Sei K ein Körper mit char(K) 6= 2. Zeigen Sie: Wenn L/K eine Körpererweiterung vom
Grad 2 ist, dann ist L = K(

√
a) für ein a ∈ K. Finden Sie ein Beispiel, das belegt, dass

diese Aussage für char(K) = 2 im Allgemeinen falsch ist.

Aufgabe 3 (10 Punkte)
Es seien K ein Körper und p ∈ K[X]. Beweisen Sie:

(a) Das Polynom p ist genau dann separabel (d. h. hat keine mehrfachen Nullstellen),
wenn ggT(p, p′) eine Einheit in K[X] ist.

(b) Ist p irreduzibel, so ist p genau dann separabel, wenn p′ 6= 0 gilt.

(c) Es sei nun K = F3(T ) der Körper der rationalen Funktionen über F3. Zeigen Sie, dass
das Polynom X3 − T ∈ K[X] irreduzibel und inseparabel über K ist.



Aufgabe 4 (10 Punkte)
Es sei E := Q

(√
3,
√
5, 3
√
7
)

eine Körpererweiterung von Q. Bestimmen Sie ein ϑ ∈ E mit
der Eigenschaft E = Q(ϑ).

? Frohe Feiertage und ein gutes Neues Jahr 2023! ?
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