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Serie 7 (30 Punkte)

Aufgabe 1 (10 Punkte)

Es seien A = (g j)kj=1..ns B = (Brj)kj=1,..n € Mu(C) zwei komplexe (n x n)-Matrizen.
Auf dem komplexen Vektorraum M,,(C) wird dann durch || Ao := n - max{|og ;| }rj=1,.n
eine Norm definiert.

(a) Beweisen Sie die Ungleichung [|A - Bleo < [|Alloo * | B]|oo -

(b) Benutzen Sie Aufgabenteil (a), um zu zeigen, dass die Reihe exp(A4) := Y2, A*/¢! fiir
alle A € M,,(C) einen Grenzwert in M,,(C) besitzt.

(c) Beweisen Sie die Giiltigkeit der Funktionalgleichung exp(A + B) = exp(A) - exp(B),
falls A- B = B - A gilt.

(d) Zeigen Sie, dass die Gleichung exp(S™'-A-S) = S~!.exp(A)- S fiir regulére Matrizen
S € GL,(C) gilt.

(e) Beschreiben Sie unter Verwendung von (b), (¢) und (d) sowie der Jordanschen Normal-
form ein Verfahren zur Bestimmung von exp(A) fiir eine beliebige Matrix A € M, (C).

Aufgabe 2 (10 Punkte)
Es seien eine Matrix A € M3(R) und ein Vektor v € R? gegeben. Die Gleichung

fi(t) fi(t)
L) | =A-| (D) ],
f3(t) f3(t)

mit stetig differenzierbaren Funktionen f;: R>g — R (j = 1,2,3), bildet zusammen mit
der Anfangsbedingung

f1(0)
f2(0) ) =v
f3(0)

ein System gewohnlicher linearer Differentialgleichungen.



(a) Zeigen Sie, dass die Vektorfunktion exp(t - A) - v eine Losung dieses Differentialglei-
chungssystems ist.

(b) Geben Sie explizit eine Losung des Differentialgleichungssystems fiir

3 0 2 0
A=12 11 und v = 1
1 0 2 —1
an.
Aufgabe 3 (10 Punkte)
(a) Essei (V,(-, -)) ein euklidischer Vektorraum mit der Norm || - ||. Beweisen Sie, dass
fiir alle z,y € V' die Formel
1 2 2 2
(w.y) = 5 (e +yl* = llzl* = llyl)

gilt.
(b) Beweisen Sie die Ungleichung

w/2

/ v/ sin(t) cos(t) dt < 1.

0
Hinweis: Beachten Sie dazu die Ubungsaufgabe 3 (d) aus Serie 6.

(c) Die adjungierte Matriz A* einer Matrix A = (ay )k j=1,..n € M,(C) ist durch

.....

Af — At —

Q1pn an,n

definiert. Beweisen Sie fiir zwei Matrizen A, B € M,,(C) die Ungleichung

1/2

|tl“(A ) B*) < (tr(A . A*))1/2 . (tr(B . B*))

Hinweis: Definieren Sie auf dem Vektorraum M,,(C) ein geeignetes Skalarprodukt und
verwenden Sie die Ungleichung von Cauchy—Schwarz.



