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Bitte beachten:
JEDE Aufgabe auf einem neuen Blatt abgeben.
JEDES Blatt mit Namen, Matrikelnummer und Ubungsgruppe versehen.

Serie 10 (30 Punkte)

Aufgabe 1 (10 Punkte)

Es sei (R, +,-) ein Integritdtsbereich mit Einselement 1. Wir definieren den Polynomring
(R[X], 4+, ) in der Variablen X mit Koeffizienten aus R als die Menge

R[X] := {Zaj ¢

JEN

a; € R, a; = 0 fiir fast alle j € IN}

mit den Verkniipfungen

(Z%"Xj> i (ij'Xj) =D (o +1by) - X7,
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(ZCLJXJ>(ZI)JX]) :Z(Zakbg)Xj
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(a) Zeigen Sie, dass (R[X],+, ) ein Integritatsbereich mit Einselement ist.

(b) Weisen Sie nach, dass die multiplikativ invertierbaren Elemente von R[X] mit den
multiplikativ invertierbaren Elementen von R {ibereinstimmen.

Aufgabe 2 (10 Punkte)

Es sei (Q[X],+,-) der Polynomring in der Variablen X mit Koeffizienten aus @ (siche
Aufgabe 1). Fiir p(X) = > a; - X7 € Q[X] definieren wir den Grad von p(X) durch

jeN
grad (p) := max{j € N|a; # 0},
sofern p # 0 gilt. Fiir p = 0 setzen wir grad(p) := —o0.

(a) Zeigen Sie, dass der Euklidische Algorithmus auch in (Q[X], +, -) durchgefiihrt wer-
den kann. Beweisen Sie dazu: Sind a(X),b(X) zwei Polynome in Q[X] mit b # 0,
dann gibt es ¢(X),r(X) € Q[X] mit 0 < grad (r) < grad (b) oder r = 0, so dass

a(X) =q(X) - b(X) +r(X).



(b) Berechnen Sie den grokten gemeinsamen Teiler g(X) von a(X) = X*+2X3+2X2+
2X+1und b(X) = X3+ X?— X —1 und bestimmen Sie Polynome ¢(X),d(X) € Q[X]
mit

(X)) a(X)+d(X)-b(X) =g(X).
Aufgabe 3 (10 Punkte)
(a) Essei (R,+,-) ein Ring mit Einselement 1 und
R*:={a€R|FIbER:a-b=1=b-a} CR

die Menge aller Elemente in R, die in R multiplikativ invertierbar sind. Zeigen Sie:
(R*,-) ist eine Gruppe. Man nennt diese die Finheitengruppe von R.

(b) Bestimmen Sie die Einheitengruppen der Ringe (R, ®,®) fiir n = 7,9,13,21. Wel-
che dieser Gruppen sind zyklisch, welche sind zueinander isomorph?



