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1. Zwei kleine Aufgaben zum Warmwerden

Aufgabe. Falte aus einem quadratischen Blatt Papier ein gleichseitiges Dreieck.

Man kann auf verschiedene Arten an diese Aufgabe her-
angehen. Wir konnen versuchen, den Kongruenzsatz SSS
zu nutzen und die Tatsache, dass alle Seiten des Quadrats
gleichlang sind. D.h. wir falten die beiden oberen Ecken des
Quadrats auf denselben Punkt, so dass die Falze durch die
jeweils darunter liegenden Ecken des Quadrats geht.

Alternativ kénnen wir uns auf die Winkel eines gleichsei-
tigen Dreiecks konzentrieren. Da cos 60° = % gilt, miissen
wir also ein rechtwinkliges Dreieck mit einer Hypotenuse
der Lange 1 und einer Kathete der Lénge % falten. Dazu
sollten wir also erst die Mittelsenkrechte der unteren Qua-
dratseite falten. Dann falten wir die oberen Quadratecken
so auf die Mittelsenkrechte, dass die Falz durch die darunter

liegende Quadratecke geht.

Aufgabe. Falte die Ecke A des quadratischen Blattes auf einen Punkt des Blattes. Es entsteht ein
»Turned-Up Part*“(TUP).

e Wann ist die entstandene Fliche (das TUP) ein Dreieck / Viereck / Fiinfeck /...?
e Wie ist es, wenn A auch auf Punkte auflerhalb des Blattes gefaltet werden kann?
e Beweise alle Behauptungen.
Als Losung mochten wir hier nur die folgenden Skizzen prisentieren. Den genauen Nachweis iiberlassen

wir dem geneigten Leser. Hinweis: Betrachte die Grenzfille zwischen Drei- und Vierecken und suche nach
konstanten Lingen.

Die Ecke wird auf einen Punkt innerhalb des Qua- Die Ecke wird auf einen beliebigen Punkt gefaltet.
drats gefaltet.




2. Wie faltet man eine Parabel?

Aufgabe. Gegeben sei eine Gerade [ und ein Punkt @ & [. Falte @ auf [ auf viele verschiedene Arten.
Was kannst Du beobachten?

Sei nun P € [ gegeben. Wir falten @ auf P. Dann ist die Falz die
Mittelsenkrechte mp von PQ. Wir erhalten eine Geradenschar
{mp | P €l}.

Wie sieht die Hiillkurve g dieser Geradenschar aus?

Wir koordinatisieren dieses Setting.

Q = (0,1),
I = {(z,-1) |z € R},
P = (p,—-1)el

Wie bestimmen wir zu gegebener z-Koordinate die y-Koordinate
dieser Hiillkurve g7

Es seil, := {(z,y) | y € R}. Gesucht ist also die Gerade mp, die den Schnittpunkt mit I, mit der gréBten
y-Koordinate hat.

Wir benétigen die Geradengleichung fiir mp. Aus der Faltkonstruktion wissen wir: mp ist die Mittelsenk-

rechte von PQ. Also ist die Steigung von mp das negativ Reziproke der Steigung von PQ, also % = £,
o

Und mp enthélt den Mittelpunkt von PQ, welcher (%,0) ist. Damit erhalten wir die Geradengleichung

fir mp:

=

2
p p

Der Schnittpunkt EINER Geraden mp mit [, ist also (a:,g -x - %) und die y-Koordinate wird fiir

Proz = (Pmax, —1) = (z,—1) maximal. D.h. der ,hochste* Schnittpunkt aller Geraden mp mit [, ist

(, %2) Damit erhalten wir die Beschreibung der Hiillkurve g = {(x, ’%f) ‘ T € R}. Dies ist eine gestauchte

Parabel. Wir konnen schnell nachrechnen, dass mp fiir P = (x, —1) die Tangente an g im Punkt (z, %)
ist.

3. Was konnen wir alles mit Zirkel und Lineal konstruieren?

Die Grundkonstruktionen mit Zirkel und Lineal sind:

e Eine Gerade durch zwei gegebene Punkte zeichnen.
e Einen Kreis um einen gegebenen Punkt durch einen zweiten gegebenen Punkt zeichnen.

e Den Schnittpunkt von zwei Geraden oder Kreisen bestimmen.

Alle tibrigen Konstruktionen setzen sich aus diesen zusammen. D.h. neue Punkte gewinnen wir durch
Konstruktion von Schnittpunkten.



3.1. Schnittpunkt zweier Geraden

Gegeben seien die Punkte A = (ay,a,) und B = (b;,b,). Die Gerade durch diese Punkte ist gegeben
durch

{(a_qc +t(by — ag), ay + t(by — ay)) ‘ te R} .

Um den Schnittpunkt zweier Geraden (einer durch A und B und einer durch C' und D) zu berechnen,
setzen wir die bestimmenden Terme fiir die erste und fiir die zweite Koordinate gleich. Wir erhalten ein
lineares Gleichungssystem.

I ap+tby —az) = cop+58(de—cy) IT ay,+tby,—ay) = cy+s(dy—cy)

Die Losung dieses Systems sind Zahlen ¢t und s, welche Summen, Differenzen, Produkte und Quotienten
schon konstruierter Zahlen — den Koordinaten der Punkte A, B, C' und D — sind.

3.2. Schnittpunkte zwischen Gerade und Kreis
Der Kreis um den Punkt M mit dem Radius r wird durch die Gleichung |M P|? = r? beschrieben. Wenn
P = (z,y) gilt, kénnen wir auch (z —m;)? + (y — my)? = r? schreiben.

Wir suchen nun diese Punke (am +t(by —az), ay +t(by — ay)>, die die Kreisgleichung erfiillen. Dies ergibt

eine quadratische Gleichung fiir ¢. D.h. wir erhalten als neue Koordinaten auch Quadratwurzeln schon
konstruierter Zahlen.

3.3. Schnittpunkte zweier Kreise

Wir suchen nun also Punkte (z,y), die zwei Kreisgleichungen zugleich erfiillen.

I (@ —=mg)® + (y —my)* = rf Il (T =)+ (y —ny)* =13
bzw. I $2—2mwx+mi+y2—2myy+m§ = 72 II $2—2nx$+n§+y2—2nyy+n§:r§

Subtrahieren wir Gleichung I von Gleichung I, erhalten wir wieder eine lineare Abhéingigkeit zwischen
x und y, welche, eingesetzt in einer der Ausgangsgleichungen, wieder zu Losungen mit Quadratwurzeln
fiihrt.

3.4. Konkrete Realisierung

Gegeben seien zwei Punkte A und B. Wir setzen den Abstand zwischen diesen Punkten Eins.

Ganze Zahlen konnen wir einfach 1

durch wiederholtes Abtragen der 37

Lénge Eins konstruieren. Die Strah- 4

lensédtze erlauben uns, rationale . . . . .
Zahlen zu konstruieren. 1 2 3 4 5
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a v N Wurzeln bereits konstruierter Zahlen
\ konnen wir mit dem Hohensatz konstruie-
ren.

0 4 g+l

Fazit: Wir konnen alle rationalen Zahlen und Summen, Differenzen, Produkte, Quotienten und Wurzeln
aus schon konstruierten Zahlen konstruieren.

4. Was konnen wir durch Papierfalten konstruieren?
Die grundlegenden Papierfaltungen sind:

e Die Mittelsenkrechte einer Strecke falten.

Die Verbindungsgerade zweier Punkte falten.

Die Winkelhalbierende eines Winkels falten.

Das Lot durch einen Punkt auf eine Gerade falten.

Parabeltangente 1: Gegeben seien zwei Punkte A, B und
eine Gerade g. Falte A auf g so, dass die Falz durch B
geht. Dazu muss jedoch der Abstand von B zu g kleiner
oder gleich dem Abstand von A zu B sein.

Dies kénnen wir auch mit Zirkel und Lineal konstruie-
ren. Dazu zeichnen wir einen Kreis um B durch A. Die
Mittelsenkrechten zwischen A und je einem der Schnitt-
punkte sind die gesuchten Falze.

Parabeltangente 2: Gegeben seien ein Punkt A und zwei
Geraden g |f h. Falte A auf g so, dass die Falz senkrecht A
zu h ist. 7

e Auch dies kénnen wir mit Zirkel und Lineal konstru- .
ieren. Wir konstruieren per Doppellotkonstruktion die ,
Parallel zu h durch A. Diese schneidet g im Punkt A’ ‘ g
und die gesuchte Falz ist die Mittelsenkrechte von AA’.

Falz

e Simultane Tangente an zwei Parabeln: Gegeben seien zwei Punkte A, B und zwei Geraden g, h.
Falte A auf g und B auf h. Der Abstand der Punkte darf nicht kleiner als der Abstand der Geraden

sein.

Diese Konstruktion ist mit Zirkel und Lineal nicht moglich. Das werden wir spéter beweisen, indem
wir zeigen, dass die dritte Wurzel aus 2 durch Falten konstruierbar ist aber nicht mit Zirkel und
Lineal. Bei der Faltkonstruktion werden wir selbstverstéindlich eine simultane Tangente benutzen.
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4.1. Anwendungen der Simultanen-Tangenten-Faltung

e Dreiteilung eines Winkels

1. Gegeben ist der Winkel «, die Schenkel hei-
Ben g und h der Scheitel P,. Dabei sei g die
untere Seite des Papier-Quadrates.

2. Wir falten die Parallele I; zu g, als Mit-
telsenkrechte der linken Quadratseite. Den
Mittelpunkt der linken Quadratseite nen-
nen wir Pj.

3. Nun falten wir die Parallele I zu g durch
den Mittelpunkt Ps von P Ps.

4. Wir falten eine simultane Tangente indem
wir P; auf h und P, auf [ falten, die entste-
hende Falzgerade heifle f. Der Schnittpunkt
von lo und f heifle F.

5. Der Spiegelpunkt von P; auf h, heifle P,
der Spiegelpunkt von P auf ls heifie Py und
der Spiegelpunkt von Ps heifle Pj. f ist die
Mittelsenkrechte von Py P und P» Py, d.h.
gp pP| | gp,py-

6. Nun falten wir die Gerade durch P, und P}
und die durch P, und Pj. Weil das Vier-
eck OPyPyP,P; ein gleichschenkliges Tra-
pez ist, schneiden sich die Diagonalen auf
der Symmetrieachse, also in F'. Damit ist «
gedrittelt.

Beweis

7. Die Falz f ist Spiegelachse und Mittelsenkrechte von P, P] und P,Pj nach Konstruktion.
ZP}jP;sP; und ZP{P{P, sind daher rechte Winkel.

8. Durch Féllen eines Lotes von Py auf g entsteht ein rechter Winkel im Lotfulpunkt L.

9. |P\ P3| = |PsPy| = |P{ Pj| = | P P}| gilt aufgrund der Spiegelung an f. Auch |PjL| ist dieselbe
Lénge wie alle vorhergehenden, da 0P, LP)P; ein Rechteck ist.

10. AP, PP und AP, Py L sind kongruent, da sie in zwei Seiten und im rechten (gréBten) Winkel
iibereinstimmen (Kongruenzsatz SsW).

11. AP, P;P; und AP, P5P] sind kongruent, da sie in zwei Seiten und im rechten Winkel iiberein-
stimmen (Kongruenzsatz SWS).

Wir konnen also durch eine Faltkonstruktion Winkel dritteln.
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o Wiirfelverdoppelung — Falten der dritten Wurzel aus 2

1. Wir dritteln zunéchst das quadratische
Papier mit Seitenldnge m mit parallelen
Falzen zur unteren Quadratseite.

2. Essei P; die untere rechte Ecke des Blat-
tes und P, sei der Schnittpunkt der rech-
ten Quadratseite mit der unteren Drit-
telfalz (| Py P3| = gm).

3. Wir falten eine simultane Tangente der- P *
art, dass P; auf der linken Quadratseite 2
und P; auf der oberen Drittelfalz liegt.

4. Nun teilt der Bildpunkt P; von P; die
besagte Kante in z und y (z > y).

Qs

B Py

Behauptung: Die Strecken z und y stehen im Verhiltnis /2.

Beweis

5. O.B.d.A sei y = 1, sodass nur & = /2 zu beweisen ist. Es gilt m = z + 1.

6. Nun gilt es folgende Dreiecke niher zu betrachen: AAP)P{ mit A als Schnittpunkt der oberen
Drittelfalz mit der linken Seitenkante und AP;BC mit B als untere linke Ecke des Quadrats
und C als Schnittpunkt der unteren Kante mit der simultanen Tangente.

7. Diese Dreiecke sind laut Innenwinkelsummen- und Nebenwinkelsatz dhnlich.

. o ‘KatheteAAPl,le ’KatheteAP{Bc o )
8. Aufgrund der Ahnlichkeit gilt: = . Dabei gilt fiir die
’Hypotenuse AAPlP ‘Hypotenuse aP{BC
Léangen:
|Kathetea appy| = 2572,
1
[Hypotenuse 4 ps py| = 21,
1)%-1
|KatheteAp1'Bc| = % und
z+1)%241

. _
[Hypotenuse p po| = “5; 17

Durch Einsetzen und Umformen erhalten wir das gewiinschte Resultat.

2z—1 (z+1)%—1
3 _ 2+l
z+1 - (z+1)2+1
3 27+1
Cr-D((z+12+1) = (z+1D2-1)(z+1)
2 = 2

—
—
—

r = 2

5. Warum ist \/2 nicht mit Zirkel und Lineal konstruierbar?

Definition 1. Ein Koérper ist eine Menge von Elemente mit den zwei Verkniipfungnen (genannt) ,,Ad-
dition“ und ,,Multiplikation®“. Dieser Korper ist eine Abelsche Gruppe beziiglich der , Addition“ und
»,Multiplikation“ mit den jeweiligen Neutralen Elementen 0 und 1. Desweiteren gilt die Distributivitét.
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Q ist ein Koérper beziiglich Addition und Multiplikation. Nun wird /2 adjungiert, wodurch ein neuer
Korper mit den Basiselementen 1 und V2 entsteht.

QV2 ={a+b-vV2|a,beQ}

Jetzt sind weitere Quadratwurzelerweiterungen méoglich:

QWV2IIV3] = {a+bv3|abeQV2]}
= {a1 + a2\/§+ (bl + bz\/i)\/g | ay,as,b1,by € @}

Nach diesen Adjunktionen erhélt man die Basis (1, \@, \/g, V2 \/§) Dies ist also eine Quadratwurzeler-
weiterung vom Grad 22.

Satz 1. Zu jeder Korperkette von Quadratwurzelerweiterungen (Q C Q[v/a] C Q[v/a][Vb] ...), also einer
Erweiterung des Grades 2™ iber Q, gibt es eine Konstruktion mit Zirkel und Lineal.

Ist \3/5 also mit Zirkel und Lineal konstruierbar? Wenn ja, dann muss \3/5 Element einer Erweiterung vom
Grad 2" {iber Q sein, sich also ,irgendwie so“ darstellen lassen: ¥/2 = /17 + /5 -5+ ...17

Sei der Korper K eine Quadratwurzelerweiterung vom Grad 2™. Es sind also maximal 2" Elemente von
K linear unabhéngig iiber Q.

Dann gibt es fiir € K rationale Zahlen «y, ..., agn_1 mit:
22" = ag-l+ag -z +... +am_q L2l
<~ 0 = xzn —a2n71x2n*1—...—a1 gl —ap - 1.
Damit ist 2 Nullstelle des Polynoms P, mit P(t) = t*" —ag-1—aq -t — ... —agn_q -2 1.

Wenn wir P zerlegen kénnen, dann gilt P(x) = Q1(z) - Q2(z), wobei @1 und Q2 einen kleineren Grad
haben. Dann wére = ebenfalls Nullstelle von 1 oder Q.

Definition 2. Wenn P,,;,, ein nicht weiter zerlegbares Polynom mit rationalen Koeffizienten ist, P(z) = 0

und der Leitkoeffizient 1 ist, dann nennen wir P,,;, Minimalpolynom zu x.

Angenommen +/2 ist mit Zirkel und Lineal konstruierbar, d.h./2 € K = Q [, diverse Quadratwurzeln“].
Somit wire v/2 eine Nullstelle eines Polynoms P. Dieses Polynom P wiire dann durch das Minimalpolynom
von /2 teilbar.

Wir miissen also zuniichst das Minimalpolynom zu /2 finden. Vermutung: Py, (z) = 2% — 2.

Wire 2% — 2 nicht das Minimalpolynom zu /2, so kénnten wir es weiter zerlegen.

Ansatz.
-2 = (z+a) (22 +bzx+c)
— 2* -2 = 2% +b2x?+cx+ar?+abx +ac
= 0 = (a+b)z%+ (ab+c)x+ac+2
Koeffzientenvergleich liefert:
a = -—b,
P = ¢
- = 2 <= b = V2



Wegen b = ¥/2 ¢ Q, ist 2° — 2 nicht weiter zerlegbar und damit das Minimalpolymon von /3. Dieses
Minimalpolynom gehort jedoch nicht zu einer Quadratwurzelerweiterung, da es vom Grad 3 ist. Folglich
ist /2 nicht Element einer Quadratwurzelerweiterung von Q, also auch nicht mit Zirkel und Lineal
konstruierbar.

Fazit: Konstruktionen durch Falten sind stirker als Konstruktionen mit Zirkel und Lineal.

6. Technische Anwendungen — Miura-Faltung, Starshield, Stents

Die Miura-Faltung wurde von dem japanischen Astrophysiker Koryo Miura erfunden, um Solarmodule
fiir die Raumfahrt kompakt zu verpacken und im All méglichst einfach zu entfalten.

Zusitzlich wird die Miura-Faltung in der Leichtbautechnik (im Flugzeugbau) verwendet. Auch Stadtpléne
lassen sich so sehr gut falten. Diese Faltungen sind sehr stabil und flexibel und einfach in der Handhabung.
Variationen des Faltmusters erlauben auch die Faltung gekriimmter Objekte.
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Dieses Faltmuster gehort zu ei-
nem ,Starshield“. Auch dieses
lasst sich zusammen- und ent-
falten durch Bewegen zweier
gegeniiberliegender Ecken. Ein
Starshield kann beim Fotografie-
ren von Planeten weit entfern-
ter Sterne zum Abschirmen des
Sternenlichts verwendet werden
und perfekt an die verschiedenen
Sterne angepasst werden.
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Einen Stent wird bei vereng-
ten Herzkranzgefifien eingesetzt.
Klassisch wurden starre Stent
verwendet, die mit einem Ballon
geweitet werden mussten. Dieser
gefaltete Stent ist zusammenge-
faltet sehr klein, entfaltet sich
durch Warme selbststéndig und
bleibt zudem in der Ader flexi-
bel.



