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Die Gruppe beschiftigte sich mit der Darstellung stetiger reellwertiger Funktionen durch
Fourierreihen.

Zuerst lernte die Gruppe die Grundbegriffe ,,Skalarprodukt® und ,,Norm* fiir stetige Funk-
tionen kennen. Zur Motivation wurde auf entsprechende Begriffe fiir gewhnliche Vektoren
eingegangen. Danach wurden Orthonormalsysteme behandelt, speziell ein mit Hilfe trigo-
nometrischer Funktionen gebildetes System. Es wurde gezeigt, dass man zu jeder stetigen
Funktion u eine Reihe angeben kann, deren Glieder skalare Vielfache der Elemente eines
Orthonormalsystems sind und die in einem bestimmten Sinne gegen u konvergiert. Diese
Reihe nennt man die Fourierreihe von w. Am Ende wurde ein Ausblick auf Mdéglichkeiten
der theoretischen und praktischen Nutzung von Fourierreihen gegeben.
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Fourierreihen

1. Grundbegriffe

Im Folgenden befassen wir uns immer mit stetigen reellwertigen Funktionen, die auf dem
Intervall [—1, 1] definiert sind. Zur Abkiirzung bezeichnen wir die Menge aller dieser Funk-
tionen mit V. Die Menge V' hat folgende Eigenschaft: Sind « und v Elemente von V' und
ist t eine reelle Zahl, so liegen auch die Funktionen v + v und tu in V; dabei sind v 4+ v
und tu durch die Vorschrift

(u+v)(z) :=u(x) +v(x), (tu)(z):=tu(x) firalle x € [—1,1]

definiert.

Definition 1:
1

Fiir beliebige u,v € V nennt man die Zahl (u|v) := / u(z)v(x)dr Skalarprodukt der

-1

2

1<u(x))2dx) Norm von u.

Funktionen v und v und die Zahl ||u|| := v/ (u|u) = (/

-1

Wer mit dem Vektorraum R? oder allgemeiner mit dem Raum R" vertraut ist,

erkennt, dass die eingefiihrten Begriffe zum Skalarprodukt a-b = > a;b; zweier
i=1
1

Vektoren a und b und zur Lénge |a| = (Z a?) * cines Vektors a analog sind.
i=1

An die Stelle der Summe ist das Integral getreten, an die Stelle des Index ¢ der
Komponenten das Argument = der Funktionen.

Wir stellen die Eigenschaften des Skalarprodukts und der Norm, die im Folgenden benotigt
werden, in einem Satz zusammen.

Satz 1. Fir beliebige u,v,w € V und t € R gilt

Ju| =0 <= u=0, (ulv)=(v|u), (1)
(u+vjw) = (u|lw) + (v|w), (tu|v) = t(ulv), (2)
|(u]v)] < ||u|l||v]] (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung), (3)
llu+v|| <|lul] + ||v|| (Dreiecksungleichung). (4)

Beweis:
Schritt 1. Die Behauptungen (1) und (2) sind offensichtlich richtig.
Schritt 2. Fiir u,v € V und t € R ergibt sich mit Hilfe von (2)

0 < |lu+tv||* = (u+tvlu+tv) = (ulu) + 2t(ulv) + 3 (v|v) = |Ju||® + 2t (ulv) + E|Jv]]% (5)
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Fiir v = 0 ist (3) sicher richtig. Fiir v # 0 und ¢t = — (||7“;|r|)2) folgt aus (5)

(ufv)* | (uv)®
[ol> lvll?

(u|v)®
lvll*

0 < [lul|* -2 = [lull® -

Also ist (u|v)? < |lul]?||v]|?, d.h., (3) ist richtig.
Schritt 3. Mit Hilfe der Ungleichung (3) ergibt sich

lu+ol* = (u+vfu+v) = [Jul® +2(ulv) + [ol* < Jull* +2[ulllv] + [lol* = (lul + o))

Daraus folgt die Dreiecksungleichung (4) durch Wurzelziehen. O

Definition 2:

Gilt fiir u,v € V die Beziehung (u|v) = 0, so sagt man, u und v seien zueinander senk-
recht (orthogonal). Ist ||u|| = 1, so sagt man, u sei normiert. Ein System (eq, e1, €, .. .)
von Funktionen aus V heifit Orthonormalsystem, wenn fiir n,m = 0,1,2... folgende

B gl (efen) = { 17 7 1 210

Orthonormalsysteme spielen in V' die gleiche Rolle wie Systeme von Basisvektoren in
gewoOhnlichen Vektorrdumen. Es wird gezeigt werden, dass man fiir die Elemente von V'
mit Hilfe eines Orthonormalsystems eine Art von ,,Koordinatendarstellung” angeben kann.

2. Beispiel fiir ein Orthonormalsystem

Behauptung: Durch die Vorschriften ey(z) := % fir z € [-1,1] und

eop—1(z) :==sin(kmz), eq(z) :=cos(kmzx) fir x €[-1,1] und k=1,2,... (6)

wird ein Orthonormalsystem (eg, €1, e, ...) in V' definiert.

Zum Beweis dieser Behauptung muss man die Skalarprodukte (e,|e,,) berechnen. Fiir
k,l=1,2,... ergibt sich durch partielle Integration

1 k 1
(earlea) = /cos(kmx)cos(lﬁx)dxzj/ sin(kmx) sin(lrx)dx

1 -1

1
= é/ sin(kmrz) sin(lnz)dz.
-1

Fir k # [ ist % # é Deshalb muss in diesem Fall (egx|es) = (eap—1]|€2—1) = 0 sein. Fiir
k =l ergibt sich

/_ " cos? (k)i = / (k)i — / "1 - co (k).

1 -1 -1

1 1
2/ cos?(krx)dr = / dr =2
-1 -1
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und deshalb ||egx|| = ||eak—1]] = 1. Weiter ist

1
(ear|ea—1) = / cos(kmz) sin(lrx)dz = 0,
-1

weil der Integrand eine ungerade Funktion und das Integrationsintervall symmetrisch zum
Nullpunkt ist. Die Aussagen (egleg) = 1 und (eg|eax) = (eo|ear—1) = 0 sind ebenfalls einfach
zu beweisen. Darauf wird hier nicht eingegangen.

Das hier angegebene Orthonormalsystem nennen wir das trigonometrische Orthonor-
malsystem. Mit diesem System werden wir hauptséchlich arbeiten. Es gibt aber noch
viele andere Orthonormalsysteme in V.

3. Approximation stetiger Funktionen

In diesem Abschnitt sei (eq, €1, €s, .. .) ein beliebig gew#hltes Orthonormalsystem in V. Fiir
n € N bezeichnen wir mit V,, die Menge der Elemente von V', die sich mit reellen Zahlen
C0,C1, -+, Cp in der Form Y ¢;e; schreiben lassen. Gehoren v und v zu V,,, so auch u + v

i=1
und tu fiir reelles ¢.

Satz 2. Zu jeder Funktion u € V gibt es genau eine Funktion v, € V,, fir die ||u — v,|

manimal wird. Es ist v, = Y (ule;)e;, und es gilt

j=0 n

= val? = ull® =Y (ule;)*. (7)

J=0

Die Funktion u — v, ist senkrecht zu allen Funktionen aus V,,.
n
Beweis: Fir v =) cje; gilt
j=0

lu—ol* = Jull® = 2(ulv) + o]

= Jjul® - 2( ‘Zc]e]> + (chej ch-eZ)
= lul|* - 220] (ulej) —i—Zchcl ejle)

7=0 =0
= Jlul® -2 ch(UIej) + 205
7=0 7=0

Der Anteil von ¢; an diesem Ausdruck ist eine quadratische Funktion in ¢;, die genau fiir
¢; = (ulej) ihr Minimum annimmt. Setzt man diesen Wert fiir ¢; in die obige Formel ein,
so ergibt sich

n

lw —ol? = [full® =Y (ule;)*.

J=0
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Zugleich ist fiir ¢ =0,...,n

n

(u=vle)) = (ules) = (3 (uleyes

J=1

ei> = (ule;) — (ules) = 0,
d.h., u — v steht auf allen Elementen von V,, senkrecht. 0

Definition 3:
Fiir eine Funktion u € V bezeichnet man die Zahlen ¢; := (ule;) als Fourierkoeffizienten
der Funktion u.

Speziell fiir das trigonometrische Orthonormalsystem lassen sich die Fourierkoeffizienten
durch folgende Formeln beschreiben:

(uley) = / 1u<x>%dx,

(u]eak—1) = /_ w(z) sin(kmx)de, (u|egy) = /_ u(z) cos(krx)dx, k=1,2,...

1 1

Beispiele fiir Fourierkoeffizienten
Beispiel 1. Es sei u(z) = 22 fiir z € [~1,1]. Dann gilt

L1, 2
(u]eg):/_lx Eda:—?,

1
(u]eak—1) = / z?sin(kmz)dr = 0, weil der Integrand eine ungerade Funktion ist,
-1

1 !
(uleg) = 2/ 2% cos(kmx) = ——/ xsin(kmx)dx
0 km Jo

4 [t 4 1 4 4(—1)F
= /o cos(kmx)dx + [kzﬂzxcos(lmx) = e cos(km) = o

Beispiel 2. Es sei u(x) = z fiir z € [—1, 1]. Dann gilt

1
1

uleg) = r——dx = 0,

2

= k—(—l)k_l (vgl. Beispiel 1) und
7r

1
(ulegg—1) = 2/ xsin(krz)dx
0

1
(uleak) = / x cos(krz) = 0, weil der Integrand eine ungerade Funktion ist.
-1

Die Darstellung von Funktionen und N#herungen sowie Satz 2 provozieren die Frage, ob
eine Funktion v € V als Grenzwert der Néherungen v, verstanden werden kann. Zur
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Beantwortung dieser Frage ist es notwendig, zunéchst erst einmal festzulegen, was man
unter Konvergenz einer Folge von Funktionen verstehen will.

Definition 4:

Man sagt, eine Folge (u,,) aus V konvergiere im (quadratischen) Mittel gegen u* € V|

wenn lim |lu, —u*|| = 0 ist. Man sagt, eine Folge (u,) aus V' konvergiere gleichméflig
n—oo
gegen u* € V, wenn lim ||u, — u*||o = 0 ist; dabei ist ||| := sup |v(z)].
n—00 z€[—1,1]

o0
Dementsprechend nennt man eine Reihe ) v; gleichméfig (bzw. im quadratischen Mittel)
=0

konvergent, wenn die Folge der Partialsummen s, := ) v; gleichméBig (bzw. im quadra-
=0
tischen Mittel) konvergiert.

Bemerkung: Fiir beliebiges v € V ist |[v|* = f_ll(v(x))2dx < 2||v||%. Deshalb folgt aus
der gleichméfiigen Konvergenz einer Folge (u,) gegen u*, dass (u,) auch im Mittel gegen
u* konvergiert. Das Umgekehrte ist im Allgemeinen nicht der Fall. Aus ||u, — u*||cc — 0
folgt u,(x) — w*(x) fiir alle x € [—1,1]. Zudem gilt fiir beliebige u,v € V' die Dreiecks-
ungleichung ||u + v||oec < ||t|loo + [|V||o. Das zeigt man wie folgt: Fiir jedes x € [—1,1]
gilt
|(u+v)(@)] < Jul@)] + [o(@)] < flufleo + [[0]lo-

Dabher ist auch

[+ v]oo = sup |(u+v)(@)] < [[uflo + 0]l
xe|—1,

Ist von der Konvergenz einer Folge aus V' die Rede, so muss immer angegeben werden,
welche Konvergenz gemeint ist.

Satz 3. Gilt fiir eine Folge (uy,) aus 'V die Beziehung lim ||u,—un |l = 0, so konvergiert
m,n— o0

die Folge (u,,) gleichmdfig gegen eine Funktion u* € V.

Beweis: Aus der Voraussetzung folgt u,(x) — u,(z) — 0 fiir myn — oo und jedes
€ [-1,1], d.h., fiir jedes z € [—1,1] ist (u,(z)) eine Cauchyfolge von reellen Zahlen.
Deshalb existiert u*(z) := lim w,(z) fir z € [—1,1]. Wir zeigen, dass u* stetig ist und
n—oo
dass die Folge (u,,) gleichméaflig gegen u* konvergiert.

Es seie > 0 vorgegeben. Fiir hinreichend groie n, m ist nach Voraussetzung ||u, — || < €.
Mit Hilfe dieser Ungleichung und der Dreiecksungleichung fiir reelle Zahlen erhélt man

un(@) = u" ()] < |un(2) = um (@) + [um(z) — v (2)] < &+ Jum(z) —u(2)]

Fiir m — oo ergibt sich |u,(z) — u*(x)| < € fiir hinreichend groBie n. Da € nicht von x
abhéngt, ist auch

sup |un(z) —u*(z)| < e fiir hinreichend grofle n. (8)
ze[—1,1]
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Fiir beliebige x, g € [—1, 1] ergibt sich (erneut mit Hilfe der Dreiecksungleichung fiir reelle
Zahlen)

ju () —w(wo)| < [u"(2) — un(2)] + Jun () — un(wo)| + [un(z0) — u*(x0)]
<

2 sup ™ (y) — un ()] + |ua(@) — un(zo)| < 2€ + |un(z) — un (o)l
yel—1,1

falls n hinreichend grofl gew&hlt wird. Ein solches hinreichend grofles n fixieren wir. Weil
uy,, stetig ist, existiert ein 6 > 0 derart, dass |u,(z) — u,(x0)| < € wird, falls |z — zo| < §
ist. Folglich ist fiir |[x — 2| <

Ju* () — u* (w0)] < 3e,

d.h., die Funktion u* ist stetig. Die Beziehung (8) besagt, dass lim |lu, — u*|| = 0 ist;
n—oo
die Folge (u,) konvergiert also gleichméBig gegen u*. O

Satz 4. Konvergiert eine Reihe ) cje; im Mittel gegen eine Funktion u € V', so sind die
j=0
Zahlen ¢y, c1, . .. die Fourierkoeffizienten der Funktion u beziglich (eq,eq, .. .).

Beweis: Fiir j =0,1,... und n > j gilt aufgrund der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

n n n
|(ule;) —¢;| = ‘(u — Zciei ej)’ < Hu— Zciei lle;|l = Hu — Zciei
i=0 i=0 i=0

Nach Voraussetzung konvergiert die obere Schranke fiir n — oo gegen 0, und somit
ist (ule;) = ¢;. Folglich sind die Zahlen ¢;, wie behauptet, die Fourierkoeffizienten der
Funktion w. U

4. Spezielle Aussagen fiir das trigonometrische Orthonormalsystem

Von nun an sei (e, €1, . . .) das trigonometrische Orthonormalsystem.

Satz 5. Haben zwei Funktionen u und v aus V' die gleichen Fourierkoeffizienten beziiglich
(€, €1, €,...), so sind sie gleich.

Beweis: Es sel w := u — v. Nach Voraussetzung ist (wle;) = (ule;) — (v]e;) = 0 fiir
j = 0,1,... Die Funktion w ist deshalb zu allen Elementen aller Rdume V,, orthogonal.
(Zur Definition von V,, siche den Anfang von Abschnitt 3.) Zu zeigen ist w = 0. Wir nehmen
an, es sei w(&) # 0 fiir ein £ €] — 1,1[. Wir diirfen zusédtzlich annehmen, dass w(§) = 1

ist (erforderlichenfalls multiplizieren wir w mit ﬁ) Wir wahlen ¢ > 0 so klein, dass das
Intervall I := [ — 20,& + 20] in [—1, 1] liegt und dass w(z) > % ist fiir x € I;. Es sei
pn(x) := (1 + cos(m(z — &) — cos(md))" fir z € [-1,1] und n € N.

Mit Hilfe der Additionstheoreme fiir Winkelfunktionen zeigt man induktiv leicht, dass
pn € Vo, ist. Folglich ist (w|p,) = 0 fiir alle n € N. Die Wahl von p,, ist so getroffen, dass
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po(x) > 1ist fir o € [ — 0, + 0], pu(z) > 0 fiir x € [y und ¢ := sup |pi(2z)] < 1. Es
xe[*l,l]\fg
gilt

£€-20 £+26 1
0 = (wlpn) :/ w(a:)pn(x)d:)s+/€ w(:v)pn(a:)dx+/ w(z)pp(z)dz

—1 —26 €426

£—26 1
> - / () |q"dz + 5 — / w(z)|q"dz.

-1 425

Daraus folgt fiir n — oo der Widerspruch 0 > ¢ > 0. Dieser Widerspruch widerlegt die
Annahme, dass w(&) # 0 ist fiir ein £ €]—1, 1[. Deshalb muss w = 0 sein. O

Satz 6. Konwvergiert fiir gegebene Zahlen co,ci,... die Reihe Y |cj|, so konvergiert die
7=0

Rethe Y cje; gleichmiflig gegen eine Funktion w € V', und die Zahlen co,cq, ... sind die
7=0

Fourierkoeffizienten dieser Funktion w.

Beweis:

Schrltt 1. Nach Satz 3 geniigt es zum Beweis der glelchmaﬁlgen Konvergenz der Reihe

Z cjej zu zeigen, dass die Folge der Partialsummen s, := Z c;je; eine Cauchyfolge im
Jj=0 j=

Sinne der gleichméBigen Konvergenz ist. Dazu wird im Folgenden der Wert ||s,, — Sy, || oo fiir
n,m € N, m < n, betrachtet. Es ist

n
Isn = smlle = | 3 oe;
oo

n
< Z |cjejlloo (Dreiecksungl. fiir die Supremumsnorm)

j=m+1 j=m+1
n n
= D lallelle= > el
j=m+1 j=m+1

Da ) |¢;| konvergiert, ist die Folge der Partialsummen a,, := Z |c;| nach dem Cauchyschen
7=0 =0
Konvergenzkriterium eine Cauchyfolge reeller Zahlen. Deshalb ist bei gegebenem ¢ > 0
|sn — Smlloo < Z cj| = an, — an, < ¢ fiir hinreichend grofie m, n.
j=m+1

Schritt 2. Da die gleichméfBige Konvergenz die Konvergenz im quadratischen Mittel nach
sich zieht, gilt nach Satz 4 die Beziehung ¢; = (ule;) fir j = 0,1,..., d.h., die Zahlen ¢;
sind die Fourierkoeffizienten der Funktion w. O

Satz 7. FEs sei u € V' eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Zusdtzlich gelte die
Beziehung u(—1) = u(1). Dann konvergiert die Fourierreihe von u gleichmdfig gegen w.
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Beweis: Fir k =1,2,... ergibt sich unter Anwendung der Methode der partiellen Integra-
tion

Cop—1 = /1u(x) sin(kmz)dz
S u'(z) cos(kma)dx + [u( )icos(lmrm) 1

km J_4 km ~1

1 1
E— " () sin(knz)d
122 /1u (x) sin(krz)dz

und

Cop = /_11 u(z) cos(kmx)dx
- oL _11 o' (z) sin(kmz)dx + [u(m)ki sin(k:mc)] 11

km T

__ /1 u”(x) cos(/mrx)d:c—i—[ ! u'(z) cos(lmm:)]ll.

k2m? |, k272

" 2 /
Folglich ist |cor_1| < %ﬁ und |eor| < 2w H(;{:O;ri_ [ ]loo) und damit |¢;| < % fiir
" /
M = Sl oo —; o ]]oc) und j > 0. Es ist

™

=

1 1 1
denn die Partialsummen der letzten Reihe sind Z (—1 — —,> = 1——. Daher konvergiert
J— J n

die Reihe Z |cj|, und die Behauptung des Satzes ist eine Konsequenz der Sétze 6 und 5.
j=0

Satz 6 garantiert, dass die Reihe chej gleichméBig gegen eine Funktion v konvergiert,

=0
deren Fourierkoeffizienten die Zahlen ¢; sind. Da die Zahlen ¢; die Fourierkoeffizienten von
u sind, ist v = u nach Satz 5. (
Beispiel. Es sei u(z) = 2? fir z € [-1,1]. Die so definierte Funktion u geniigt den

Voraussetzungen von Satz 7. Die Fourierkoeffizienten von u sind schon in Abschnitt 3
berechnet worden. Wegen der gleichméfiigen Konvergenz der Fourierreihe von u gegen u
gilt fiir alle x € [—1, 1]

1 o0
= co——l—Zc%cos(knra:)
2
I 4 &K (—1)F
= §+FZ 12 cos(kmx).

b
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Aus der Gleichung fiir z = 1 folgt nach einfachen Umformungen

1 1 g2
1+ — + — E—:—
+22+ +. k:k

Aus der Gleichung fiir z = 0 folgt ebenso

Satz 8. Fs seien u € V und € > 0 gegeben. Dann existiert eine Funktion v € V mit
folgenden Eigenschaften:

1. Die Funktion v ist auf [—1,1] zweimal stetig differenzierbar und geniigt der Bedingung
v(—=1) =v(1).

2. Esist ||lv—ul| <e.

Beweis: Wir setzen zunachst

/ / 2)dzdy fir x € [—1,1];

dabei sei u(z) := u(1) fiir z > 1, und n > 0 sei eine Zahl, iiber die spéter noch geeignet
verfiigt wird. Die Funktion w ist zweimal stetig differenzierbar: Es ist

W(z) = % ( / j::%u(z)dz _ / x+nu(z)dz>

w'(z) = %wx T 2) — 2u(e + 1) + u(x)).

und

Weiter gilt

w(glz')—u(ac):%/:H7 (%/yy u(z)dz — u(x )dy— /Hnl/ (x))dz dy.

Die Variable z in dem inneren Integral bleibt immer im Intervall [z, z + 27]. Deshalb wird

w(z) — u(z)] < - /1/ (@ldzdy < sup |u(z) - u(a)].

|z—x|<2n
Wir wihlen nun 7 > 0 (unabhéngig von z) so klein, dass |u(z) — u(z)| < % wird, falls

|z — x| < 2n ist. Dann wird |w(z) — u(z)| < % fir alle z € [—1,1] und daher

1 2
|w — ul|* = / (w(z) — u(z))*dr < %, also erst recht ||w — ul| < g
-1

Als néchstes wihlen wir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion ¢ € V mit den
Eigenschaften 0 < ¢(z) <1 fiir alle x € [-1,1], ¥(z) = 1 fir = € [-1 + 0,1 — J] sowie
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P(—1) = (1) = 0; dabei wird iiber § > 0 noch passend verfiigt. Wir setzen schliefflich
v := tYw. Dann ist v zweimal stetig differenzierbar und v(—1) = v(1) = 0. AuBerdem gilt

—1+6

o=l = [ @) ~w@fde< [ ) [ () < 28l

1 -1

2
Wir withlen nun § > 0 so, dass 2d]jw|]%, < %— ist. Dann wird |jv —w|| < % Zusammen mit
der Abschétzung fiir ||w — ul| ergibt sich [|[v — u|| < [|jv — w]|| + ||Jw — || < % + % =¢e. Die
Funktion v hat also die gewiinschten Eigenschaften.

Satz 9. Die Fourierreihe jeder Funktion u € V' konvergiert im Mittel gegen w.

n
Beweis: Fiir den Beweis muss gezeigt werden, dass der Wert Hu — > (ulej)e;

j=0
reichend grofie n kleiner wird als jedes £ > 0. Dazu wird zunéchst Satz 8 benutzt. Nach
diesem existiert fiir jedes ¢ > 0 eine zweimal stetig differenzierbare Funktion u. mit den

Eigenschaften u.(—1) = u.(1) und ||u. — u|| < e. Wir bestimmen N € N so, dass

fiir hin-

n

Ue — Z(ug|ej)€j

Jj=0

<e fir n> N.

Das ist moglich, weil die Fourierreihe von u. nach Satz 7 gleichméflig (und damit erst recht
im quadratischen Mittel) gegen u. konvergiert. Mit Hilfe der Dreiecksungleichung ergibt
sich daraus und aus der Ungleichung ||u — u.|| < € die Aussage

n n

Ue — Z(us,ej)ej

J=0

< 2¢ fir n > N.

< lw = uel +

Es ist ) (uclej)e; € V,,. Nach Satz 2 ist die bestmdogliche Approximation von u durch ein
j=0
Element aus V,, die Partialsumme ) (ule;)e; der Fourierreihe von u. Folglich gilt auch

Jj=0

n

u—Y (ulej)e;

J=0

< 2¢ fur n> N.

Wegen der Willkiir von € > 0 beweist das, dass die Fourierreihe von u im Mittel gegen u
konvergiert. 0

Erginzende Bemerkung

Es gibt im Raum V der stetigen Funktionen auf dem Intervall [—1,1] Folgen (u,), fiir

die lm ||u, — up|| = 0 ist, die in V' keinen Grenzwert im Sinne der Konvergenz im
m,n— o0

Mittel besitzen. Dieser Mangel lédsst sich beseitigen, indem man von dem Raum V in
geeigneter Weise zu einem gréfleren Raum U iibergeht. Erst in diesem Raum U wird die
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Theorie der Fourierreihen vollig befriedigend. Es lédsst sich zeigen, dass eine Fourierreihe
> ¢;jej genau dann im Mittel gegen ein Element v € U konvergiert, wenn die Reihe ) c?
7=0 7=0

konvergiert. Es besteht dann eine bijektive Beziehung zwischen den Elementen u des Raums

oo
U und den Folgen (cy, ¢y, .. .), fir die ) c? konvergiert. Die Zahlen ¢y, ¢y, ... lassen sich als

j=0
Koordinaten des Elements u beziiglich der Basis eg, ey, ... verstehen. Rechenoperationen
mit den Elementen von U lassen sich in Operationen fiir die Koordinaten , iibersetzen“. Eine

befriedigende Beschreibung des hier erwéhnten Raums U erfordert allerdings die Kenntnis
des sogenannten Lebesgue-Integrals.
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