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Die Gruppe beschiftigte sich mit der numerischen Losung von Differentialglei-
chungen, um einen zweistufigen Operationsverstirker simulieren zu kdnnen.
Dazu wurde zunéchst an einem einfachen Schaltkreis ein Gleichungsystem zur Si-
mulation erstellt, dass in eine Differentialgleichung umgeformt wurde. Zur Losung
der Gleichung wurde schrittweise das explizite und das implizite Eulerverfahren
hergeleitet.

Danach konnte gezeigt werden, dass die ermittelten Losungen sinnvoll sind, wenn
ihre Abweichungen von den tatsédchlichen Werten eingeschrinkt werden koénnen.
Anschliefsend wurden sowohl das explizite als auch das implizite Eulerverfahren
in Matlab implementiert, um die Ergebnisse zu veranschaulichen.

Dann wurde das gleiche Verfahren fiir die Simulation des zweistufigen Operati-
onsverstirker angewandt.
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1 Grundlagen
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Abbildung 1: Einfache RC-Schaltung

1.1 Kirchhoff’sche Gesetze
1.1.1 Kirchhoff’sches Strom-Gesetz

Die Summe aller in einem Knoten zusammenlaufenden Stréme ist gleich Null.

k=1

Dabei haben alle vom Knoten wegfiihrenden Stréme positives Vorzeichen und alle
zum Knoten hinfliefenden Strome negatives Vorzeichen.

1.1.2 Kirchhoff’sches Spannungsgesetz

Die Summe aller zu einer Schleife geh6renden Spannungen ist gleich Null.

zn:’uk =0
k=1

Dabei haben natiirlicher Weise positive Spannungen positives Vorzeichen und ne-
gative Spannungen negatives Vorzeichen.
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1.2 Abgeleitete Gleichungen

Aus den Kirchhoff’schen Gesetzen ergeben sich fiir das Schaltbild Abb.1 folgende
Gleichungen:

L+, = 0 (1)
—L+1I; = 0 (2)
—Uy + Uy + Us 0 (3)
U, = U, (4)
Us

R, = % (5)

dUs
I, = 0= 6
3 o (6)

Aus dem Gleichungssystem ergibt sich fiir die Kondensatorspannung Us:

dUs 1
TR

Bei Gleichung (7) handelt es sich um eine Differentialgleichung. Diese ist aber
nicht ohne weiteres 16sbar. Die allgemeine Form einer Differentialgleichung lautet:

1) = xalt) + g() @

2 Explizites und Implizites Eulerverfahren

2.1 Explizites Eulerverfahren

Frage:
Wie kann man 2/(t) = Az(t) + g(t) fiir beliebige A und beliebige Funktionen g(t)
16sen ?

Idee: Numerisch

Dafiir wird das zu betrachtende Zeitintervall [tg, t.,q4] in viele kleine Zeitintervalle
der Lange h zerlegt.

Fiir h — 0 gilt 1 — x(t;) , wobei z; der approximative Wert und x(t;) der
tatsdchliche Wert ist.

Bemerkung: (7) besitzt eine eindeutige Losung, falls x(0) = xg ist, wobei zy € R
eine beliebige, aber feste reelle Zahl ist.

Problem: Wir suchen die eindeutige Losung bei vorgegebenem xy zu den Zeit-
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punkten tq, s, t3, ..., teng!

2'(0) = Az(0) +g(0)

Ao + g(0)

() = Aw(ty) +g(t)
~ vy +g(t)

Wir berechnen Approximationen x,, fiir x(¢,) mit Hilfe von

Tn — Tp—1

- = Apo1+g(tn1) (8)

bei xo startend.

& Ty = Tp—1 +h(Axp_1 + g(tn-1))

Tn—Tn—1

so=t ist der Differenzenquotient und daher gilt: === ~ 2'(t,,_1)

h

Wir betrachten folgende Differentialgleichung :

'(t) = Az(t) + g(t) 9)

Satz 1: Fiir jedes zoeR existiert auf dem endlichen Intervall [tg, .4 genau eine
Losung x von (9), das heifst,

' (t) = Xz (t) + g(t) Vtelto, tend]

mit der Anfangsbedingung x(tg) = x, vorrausgesetzt,dass ¢(t) stetig ist. Somit
gilt fiir die Losung, z(t) ist stetig differenzierbar.

Der Satz 1 wird hier nicht bewiesen.

Satz 2: Sei g auf [tg, tenq| stetig und die Schrittweite A hinreichend klein. Dann
gilt fiir die eindeutige Losung z(t) von (9) mit x(ty) = z¢ und die numerische
Losung von (8):

Es existiert eine Konstante ¢ > 0:

mazx | x(tn) — xn |< ch

wobei ¢ unabhéngig von N ist. N sei die Anzahl der Teilintervalle.
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2.1.1 Beweis

Ty — Tp—
Tl = )\ZEn_l + g(tn—l) (10)

(9) = ZL',<tn_1 = )\ZE(tn_l) + g(tn—l) (11)
1. Man bildet die Differenz aus der Verfahrensgleichung (10) und der Differenti-
algleichung im Punkt ¢, 1 (11).
Dann gilt fiir den globalen Fehler e,, :== z,, — z(t,,)
en = (1+ Ah)e,—1 + hry
r, ist der lokale Diskretisierungsfehler.

2. Durch rekursives Auflosen erhalt man

n—1

en = (L4 M)+ Y (1+ M)'hr,_;
=0
n—1
ep=a9—2(ty) =0 =e¢, = Z |1+ Ah|'hrp, s
=0

3. Dreiecksungleichung und Taylorentwicklung
Es existiert eine Konstante ¢ > 0, so dass mazx|r,| < ch.
n

n—1 .
. nfir |1+ A |=0
| en |< ch? § (14 Ah)' = ch? { |1+>\h\”|—1 |
Dreiecksungleichung - ——-—= sonst
1=0 [14+Ah|—1

o, | N fiir [14+Ah|=0
max | en [< ch |14+AR|N —1

Tan—1 Sonst

4. Wir nutzen Nh =1t, — t,

—1
max|en]§6hfalls|1+)\h|>0d.h.h<Tfﬁr)\<O

2.1.2 Implizites Eulerverfahren

Wir betrachten den Punkt ¢,

x/(tn) = Ax(t,) + g(tn)
x(tn) - x(tn—l)
h

Q
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Daraus ergibt sich dann ein neues Verfahren

Implizites Eulerverfahren:

g(tn)h + x,
1—h\

Ty =

2.2  Vorteile des Impliziten Eulers bezogen auf die Anwen-
dung

Graph des expliziten und impliziten Eulers fiir vordefinierte h:

h=0.001, A=-50

s |
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h=0.04, A=-50
o ol 02 03 04 05 06 07 08 09 1
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Es ist zu erkennen, dass das explizite Eulerverfahren, bei gréferem h, nicht den
Graph einer Exponentialfunktion liefert, der den Spannungsabfall {iber einem
Kondensator darstellt. Es ist im zweiten Diagramm eine zwischen -5 und 5 os-
zillierende Funktion. Im dritten Diagramm oszilliert der Graph und divergiert
aufserdem. Das implizite Eulerverfahren liefert dagegen den Graph einer Expo-
nentialfunktion. Da nur der Parameter h verindert wurde, kann man annehmen,
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dass die Grofe von h den Verlauf des Graphen des expliziten Eulers entscheidend
beeinflusst.

' =X x mit A <0

0 O‘.5 i 115 ‘2 215 é 3‘.5 1‘1 415 5
Fiir die Losung x(t) = z(0)e? gilt:  |x(t)| ist monoton fallend.

Expliziter Euler:

Tp — Tnp-—1

: =At,1 = x,=14+A)x,
Es gilt |z,| < |z,-1| nur fiir [1 + Ah| < 1.
h als Schrittweite ist immer positiv, A negativ.
1+ M| <1 & 1+X<l A 14+A>-1
& A <0 A h<—§, d.h. nur fﬁrh<—§.

Impliziter Euler:

1
R VA

Tpn — Tp—1
T = )\.CCn = Tn

Es gilt |x,| < |z,_1] fiir alle A > 0, denn

11
1— M 1+¢

<1 mite:=- >0

Das implizite Eulerverfahren erzeugt immer abklingende Lésungen unabhingig
von der Schrittweite.
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3 Zweifacher Operationsverstiarker
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Nach dem Kirchhoff’schen Stromgesetz gilt:
—Ic, +1g, = 0
—Il‘i‘fcg _[R1 — O
—Ie, +1g, = 0
—Ip, — I, — 1o = 0
Ie, +1y = 0
Spannungen:
Ve, = Ui —Us
Ve, = Us—=U,
VCl = U5 —U1
V02 = Ug-Us
Elementbezogene Gleichungen
B dVe, aUs  dU;
loy = G=r =Gl =)
B dVe, dUs  dUs
le, = Gy (G~ )
[ _ VRl _ Ul - U2
fi R, R,
I _ VRQ _ U3 - U4
fia R, R,
U2 = —AUl
Uy = —AU;
Us = U
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Es ergibt sich, nach mehreren Umformungen, ein Gleichungssystem mit den bei-
den Unbekannten U; und Us:

dU;, dU; 1

-0y ( p _W)+E(U1<A+1)) =0
d(AU,)  dUs, 1
_ _ —(Us(A+1)) =
Co(—— = )+R2(U3( +1)) 0
= {%;U_ —5& o dAZZH
1 o 1
AW + d_t3 - _R;_CQUS
Us = é;b Us + A%Ul — AU,
U b b\ (Uh m(t))
< =
(Ué) (b3 b4) (U3) * (gz(t)
1+ A
T =BT+ G mit b = —— o by=0, gi(t) = UL (1)
RlC’l
1+ A 1+ A
3 R1C1 s V4 R2C2 7g2() zn()

Explizites Eulerverfahren fiir Systeme:
T, — T

”T”_l — B?n—l + 7(%71)

?n = ?n—l +hB + h?(tn—l)

Implizites Eulerverfahren fiir Systeme:
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4 Ergebnisse fiir den zweifachen
Operationsverstarker

Expliziter Euler
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Die obigen beiden Grafiken zeigen, dass der explizite Euler fiir kleine Schritwwei-
ten verniinftige Losungen, fiir grofte Schrittweiten aber unsinnige Losungen liefert.
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Das implizite Eulerverfahren hingegen liefert auch fiir grofere Schrittweiten ver-
niinftige Losungen. Insbesondere sieht man in den néchsten beiden Abbildungen,
dass sich die Outputspannung U,,; = U4 verdoppelt, wenn man die Frequenz w
des Eingangssignals verdoppelt.

Impliziter Euler

0.2 T T T
C== UL
- ==-U3
0.15} —u2
v Uout
Uin
o1}
0.05}
0
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0.3} —u2
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