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Zentrische Streckung

Zentrische Streckung mit Streckungszentrum Z und
Streckungsfaktor k, k > 0:

» Abbildung der Ebene auf sich

» Jedem Punkt P # Z wird sein Bildpunkt P’ folgendermaBen
zugeordnet:
P’ liegt auf dem Strahl ZP* und es gilt |ZP'| = k - | ZP|.

» Esgilt Z/ = Z.

Aufgabe

Zeichnen Sie ein beliebiges Parallelogramm (F) bzw.
Drachenviereck (M) und seine Diagonalen. Wahlen Sie einen Punkt
Z im Innern der Figur und strecken Sie die Figur und ihre
Diagonalen mit dem Streckungszentrum Z und dem
Streckungsfaktor 2 (F) bzw. 0,5 (M).
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Zentrische Streckung Strahlensatze Ahnliche Figuren

Verhalten von Punkten und Geraden bei einer zentrischen
Streckung mit k > 0, k # 1:

a.
b.

C.

Z ist der einzige Fixpunkt.
Z,P und P’ liegen stets auf einer Geraden.

Die Bilder von Strecken bzw. Geraden sind Strecken bzw. Geraden.
Die Bildstrecke ist k-mal so lang wie die Urbildstrecke.
Jede Gerade wird auf eine zu ihr parallele Gerade abgebildet.

Genau die Geraden durch Z sind Fixgeraden.
Das WinkelmaB ist invariant.

Das Teilungsverhaltnis ist invariant.

Bezeichnung: Sz «
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Jede Gerade wird durch Sz auf eine zu ihr parallele Gerade
abgebildet.

Beweis.

Angenommen, eine Gerade und ihre Bildgerade wiirden sich in S
schneiden. Dann waére S ein weiterer Fixpunkt — Widerspruch. [
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Die Bildstrecke unter Sz ist k-mal so lang wie die Urbildstrecke.

Beweis.

Sei g || ABund h || ZA
und C der Schnittpunkt
von g und h.

h' geht durch C’ und B’
und ist parallel zu h.
Die Vierecke ZCBA und
ZC'B'A’ sind
Parallelogramme.

Aus |AB| = |ZC|,

|A'B'| = |ZC'| und
|ZC'| = k - | ZC| folgt
|A'B'| = k- |AB].
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Satz
Werden zwei sich in einem Punkt Z schneidende Geraden von

parallelen Geraden g und g’ in A, B bzw. A’, B’ geschnitten, dann
gilt:

» |ZA|: |ZA'| = |ZB| : |ZB'| (Erster Strahlensatz)

» |ZA|: |ZA'| = |AB| : |A'B/| (Zweiter Strahlensatz)
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Beweis.

Betrachte Sz x, die A in A’ iiberfiihrt. Dann ist g’ das Bild von g
und B’ das Bild von B und es gelten die Streckenverhiltnisse

1
|ZA| - |ZA| = |ZB| : |ZB'| = 7 und |ZA| : |ZA| = |AB| : |A'B'| = %

O]
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Folgerung
Unter den Voraussetzungen des vorigen Satzes gilt auch

|ZA| - |ZB| = |AA| : |BB|

Beweis.

|AA'| = |ZA'| — | ZA| = k - | ZA| — | ZA| = (k — 1)| ZA| und

|BB'| = |ZB'| — |ZB| = k - |ZB| — |ZB| = (k — 1)|ZB]|.

Folglich

|AA'| - |BB'| = (k — 1)|ZA| : (k — 1)|ZB| = | ZA| : | ZB. O]
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Der 1. Strahlensatz ist umkehrbar:

Satz
Gilt A €¢ ZAT,B' € ZB™* und

|ZA| : |ZA| = |ZB| - |ZB]),

so ist AB || A'B’.

Beweis.

Angenommen, AB und A'B’ seien
nicht parallel. Zeichne Parallele zu
AB durch B’. Sie schneide ZA™ in
C # A’. Nach dem 1. Strahlensatz gilt
|ZA| : |ZC| = |ZB| : |ZB'|. Nach Vor-
aussetzung gilt |ZA| : |ZA'| = |ZB| :
|ZB'|. Also muss C = A’ sein, im Wi-
derspruch zur Annahme.
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Der 2. Strahlensatz ist nicht umkehrbar:

|ZA| : |ZA'| = |AB| : |A'D|, aber AB und A’D sind nicht parallel.
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Anwendung des 1. Strahlensatzes:

Teilung einer Strecke AB in n gleich lange Stiicke.

Beispiel
n=>5

Aufgabe
Kommentieren Sie die Abbildung.
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Auch das ist eine Strahlensatzfigur:

S

Sie gehort zum Fall k < 0. Es gilt

ZA| 1 |ZA| = |ZB|:|zB'|
1ZA| 1 |ZA| = |AB|:|A'B|
1ZA|:|ZB| = |AA|:|BB/|
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Satz
In Trapez gilt:

» = 2 [GH| = 25

» Die Mittellinie verlduft durch die Mittelpunkte der Diagonalen.

» Die Diagonalen schneiden einander im gleichen Verhaltnis,
ndmlich wie c : a.

Beweis.

3. Beweis mit Strahlensatz:
|ZA| : |ZC| = |ZB]| : | ZD]

=a:.cC.
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Satz

Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks AABC schneiden sich in
einem Punkt S. Dieser Punkt S teilt jede Seitenhalbierende im
Veerhiltnis 2:1 (von den Ecken aus gemessen).

C

M, M,

z.B. |AS| 1 |SM,| =2:1
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Beweis.

1. AB||M,Mg. (Seitenmittendreieck)

2. Betrachte die Strahlensatzfigur mit S als Zentrum, den Geraden
g(A,S) und g(B,S) und den Parallelen aus 1.

3. Nach 2. Strahlensatz gilt AS : SM, = BS : SM, = AB : M,M,,.

4. AB: MyMp =2 : 1 (Seitenmittendreieck), also
AS :SM,=BS : SM, =2:1.

5. Analog fiir die dritte Seitenhalbierende.
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Ahnliche Figuren

Mit Hilfe zentrischer Streckungen kann man eine Figur maBstablich
verkleinern oder vergroBern.

Definition
Eine Figur G heiBt zu einer Figur F ahnlich, wenn G zu einem
dieser Bilder von F kongruent ist.

Wenn G zu F 3hnlich ist, dann auch F zu G. Man sagt: F und G
sind zueinander dhnlich.

Beispiele

Alle Kreise sind untereinander 3hnlich.

v

Alle Strecken sind untereinander dhnlich.

v

Alle Quadrate sind untereinander shnlich.

v

Alle gleichseitigen Dreiecke sind untereinander dhnlich.

v
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Satz
In dhnlichen n-Ecken stimmen entsprechende WinkelgréBen und
das Verhiltnis entsprechender Seiten iiberein.

Beweis.
Das folgt aus den Eigenschaften der zentrischen Streckung und der
Kongruenz. O

Die Gleichheit der Seitenverhaltnisse reicht i.A. ebensowenig fiir die
Ahnlichkeit aus wie die Gleichheit der WinkelgroBen.

Fiir die Ahnlichkeit von Dreiecken reichen dagegen die Winkel aus.
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Hautahnlichkeitssatz fiir Dreiecke:

Satz
Zwei Dreiecke sind genau dann &hnlich, wenn sie in zwei Winkeln
ibereinstimmen.

Beweis. c’

b !

A c B A d B

Zwei Dreiecke mogen in zwei Winkeln tbereinstimmen: Wir wahlen die
Streckung S, . B wird abgebildet auf einen Punkt B”, fiir den gilt

|AB”| =k - |AB| = %' - ¢ = c’. Bei einer zentrischen Streckung bleiben
die WinkelgréBen erhalten. Nach Kongruenzssatz wsw gilt
AAB"C" = NA'B'C’. Folglich sind AABC und AA'B’C’' &hnlich.
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Symbol AABC ~ NA'B'C’.
Weitere Ahnlichkeitssitze fiir Dreiecke
Satz

Zwei Dreiecke NABC und NA'B’'C’ sind genau dann &hnlich,
wenn sie

1. im Verhéltnis entsprechender Seiten (sss)

2. in einem Winkel und im Verhéltnis der anliegenden Seiten
(sws)

3. im Verhaltnis zweier Seiten und dem der gréBeren Seite
gegeniiberliegenden Winkel (Ssw)

libereinstimmen.
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Ahnliche Figuren

Beweis.

1. Wenn zwei Dreiecke dhnlich sind, dann miissen sie in allen
Winkeln und im Verhiltnis entsprechender Seiten
iibereinstimmen. Das folgt aus den Eigenschaften der
zentrischen Streckung und der Kongruenz.

2. Beweis beispielhaft fiir sss: Fiir AABC und AA'B'C’ gelte
a:ad=b:b=c:c =k
Wir strecken AA’B’C’ mit Streckzentrum A’ und Streckfaktor
k. Dann stimmt das Bild von AA’B’C’ bei dieser Streckung in
allen drei Seitenlangen mit AABC iiberein. Es ist also
kongruent (nach sss) mit AABC. Folglich gilt
AABC ~ NA'B'C.
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Beispiel
Zwei Rechtecke sind genau dann dhnlich, wenn die Verhaltnisse
einander entsprechender Seiten gleich sind.

Beispiel
DIN-Formate: Das durch mittiges Falten entstehende kleinere
Rechteck soll dem groBeren dhnlich sein.
» GroBeres Rechteck: Hohe h, Breite b,
kleineres Rechteck: Hohe b, Breite g

» Ahnlichkeitsbedingung:

h:b = b:12
= 2p?

h = 2b

» DIN A4: 297 mm x 210 mm, 297 : 210 ~ 1,4143
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Beispiel
Forsterdreieck:

A A
< S1 >
TIPITITF TP T 7Y

Das Peildreieck sei gleichschenklig. Die Aughdhe sei h;. Es gilt

a:S1=a:(h—h).

Also ist h = h; + 51.
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Aufgabe

Gesucht ist die Entfernung von A nach B.
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Aufgabe

Ein Dreieck (F) bzw. ein Rechteck (M) wird mit dem Faktor k
vergréBert, so dass einen dhnliche Figur entsteht. Wie verandert
sich dabei der Umfang und der Flicheninhalt?

Gilt die Aussage auch fiir beliebige n-Ecke? Warum?
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Aufgabe

F =2

15cm

16cm

Losung: 16,875 cm?
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